جمهورية العراق 
وزارة التربية 


الرياضيات 


للصف السادس الأدبي 


تأليف 


محمد عبد الغفورالجواهري حسام علي حيار 
صبلاح علي م راد سعد محمد حسين البغدادي 


الطبعة الحادية عشر *4ه/١”١آم‏ 


المشرف العلمي على الطبع 


م.م. زينة عبد الآمير حسين 


المشرف الفني 9 الطبع 
شيماء قاسم جاسم 


الموقع والصفحة الرسمية للمديرية العامة للمناهج 







10 . نا اع . زط ١1102‏ ./ناناناننا 





مازطدصدحم ©© ١ك‏ 
ت[طدموحر © / كا 


استناداً الى القانون يوزع مجاناً ومنع بيعه او تداوله في الاسواق 


لعامة للمناهح 
قسم التحضير الطباعي 


سس 
للا 


سممالله الرحمن الرحيم 


هو 


مقلشمه 

نظراً للتطور الكبير الحاصل في المواد الدراسية عامة والرياضيات خاصة , 
تعنى وزارة التربية بإعادة النظر في الكتاب المدرسي وتنقيحه او إعادة تأليفه وفق 
لجان مختصة تؤلف لهذا الغرض. وتلقى كتب الرياضيات نصيبها الوافي من هذه 
العناية. 

وهذا الكتاب الغالث من سلسلة كتب الرياضيات للمرحلة الإعدادية للفرع 
الأدبي», وقد رتبنا هذا الكتاب باربعة فصول , يبدأ الفصل الأول بموضوع طرائق 
العدء الفصل الثاني موضوع الغايات والإستمرارية» أما الفصل الثالث فيتناول 
موضوع المشتقات, وينتهي الكتاب بموضوع التكامل في الفصل الرابع وقد 


راعينا بعض التطبيقات في المشتقة والتكامل التى تدنسجم مع الدراسة الأدبية . 


لقد تم وضع هذا الكتاب وفقاً للمنهج الدراسي المقرر وحاولنا إن نستخدم 


الطرق التربوية الحديثة فقمنا بهذا المجهود واضعين نصب أعيننا توضيح وشرح 


َه 





المادة العلمية بقصد الافهام وتوخينا الإكثار من الامثلة المحلولة ومن التمارين 
العملية التي يصادفها الطالب في حياته العملية» ومتدرجة من السهل إلى الصعب . 

وختاماً نرجو إن نكون قد وفقنا إلى خدمة أبنائنا الطلبة » ونرجو من إخواننا 
المدرسين أن يوافونا بملاحظاتهم حول هذا الكتاب لكي نتلافى النقص فيه والكمال 


لله وحده. 





8211101111 1011 


[1-1] طرائق العد 9 00171711116 
| مضروب العدد 1111141 
1-3 ا[ التباديل 0015 
[1-4] التوافيق 0010075 


© 
[1-5] مبرهنة ذات الحدين 82121011141.1115808111 ه 


اك 





11 | طرائق العد 5 ج0111 
من المعلوم انه من الاهداف الرئيسة لدراسة الرياضيات ان يتعلم الطالب العد بمهارة فائقة وعالية جداً 
وسوف نتعلم في هذا الفصل بعضا من طرائق العد التي تقلل من الجهد وتختصر الوقت في ايجاد اعداد 


كميات كبيرة» وهي : 
1- مبدأ العد الاساسي 2111211 011121125) 12122621 تسن ]1 
2-الباديل 10111135[ 
3- التوافيق 255 2) 
مثال 1 

0 اعلن صاحب محل لبيع الدراجات الهوائية انه يوجد لديه خمسة انواع من الدراجات ومن كل نوع توجد 


ثلاثة احجام ومن كل حجم يوجد ست دراجات فما عدد الدراجات فى المحل ؟ 


مخطط الشجرة 1012512112 ع1 1' 
عدد (6) الحجم الصغير 
عدد (6) الحجم اومس كتين الاول 
عدد (6) الحجم الكبير 
عدد (6) الحجم الصغير 
عدد (6) الحجم الورسط >> النوع الثاني 
عدد (6) الحجم الكبير 
عدد (6) الحجم الصغير 
عدد (6) الحجم الوسط هك ” النوع الغالث -قل> المجموع -18+-18+18+18+18 -90 
عدد (6) الحجم الكبير 
عدد (6) الحجم الصغير 1 
عاد رم اتن لوبط 1 الدرن ارات 18 
عدد (6) الحجم الكبير 
عدد (6) الحجم الصغير 
بدن و6 انتب ا لرمط سك اندو امش 
عدد (6) الحجم الكبير 


عدد الدراجات - 6<3175 - 90 دراجة 









اعلن على احد بائعى البدلات الرجالية ان لديه اكبر تشكيلة من البدللات حيث يوجد فى محله (5) 
موديلات ومن كل موديل يوجد (10) قياسات مختلفة ومن كل قياس يوجد (7) الوان مختلفة فما عدد 


البدلات الموجودة في المحل؟ 





يمكن توضيح هذا المثال بمخطط الشجرة كما في المثال الاول ويكون من السهل حساب عدد 
البدلات كما يلي : 
عدد البدلات - 105 7 
- 350 بدلة 
ونصادف في حياتنا كثيراً من هذه الحالات وواضح أن الفكرة التي استخدمت في حل هذين المثالين 
هي واحدة. وعليه يمكن اخذ العبارة الاولية الاتية التي توضح الفكرة التي استخدمت في حل المثالين 


0-3 


عبارة اولية 
(مبدأ العد الاساسى) 
لو فرض انه لديئا عدد من العمليات (الاختيارات) مقداره (>12) امكن القيام بالعملية الاولى 
بعدد من الطرق مقداره ( ,13) وامكن القيام بالعملية الثانية بعدد من الطرق مقداره (,12) والعملية 
الثالنة بعدد من الطرق مقداره (,11)... والعملية من الرتبة (5آ1) بعدد من الطرق مقداره (,12) 
بحيث ان اجراء اي عملية لايؤثر فى اجراء اي من العمليات الاخرى فإنه يوجد عدد مقداره: 
((82ك ٠0‏ ”©«ر12 *,13) ) من النتائج (الطرق ) الممكنة عندما تجرى جميع العمليات 


(او الاختيارات ) التي عددها (>1[) 0 


بد 
اذا كانت لدينا الحروفأ .ب » جاه »هاء زا.كم كلمة ( بمعنى او بدون معنى) يمكن تكوينها بحيث 


تكون مكونه من اربعة حروف على أن لا يسمح بتكرار الحرف في الكلمة الواحدة؟ 


جه 


عدد طرق اختيار الحرف الاول - 6 
عدد طرق اختيار الحرف الثاني - 5 
عدد طرق اختيار الحرف الثالث - 4 
عدد طرق اختيار الحرف الرابع - 3 
٠‏ . عدد الكلمات - 61751413 


- 360 كلمة 


بكم طريقة يمكن تكوين عدد رمزه مكون من اربعة مراتب يمكن تكوينه من مجموعة الارقام 
[11:2,4:6:7:8:9 عندما (أ) التكرار مسموح؟ (ب) التكرار غير مسموح؟ 


-_-_] 





به (2) التكرار مسموح (5) التكرار غير مسموح 

9م224 عدد طرق اختيارات رقم الاحاد - 7 عدد طرق اختيارات رقم الاحاد - 7 
© عددطرق اختيارات رقم العشرات-7/ عدد طرق اختيارات رقم العشرات - 6 
© عددطرق اختيارات رقم المئات-7/ عدد طرق اختيارات رقم المئات - 5 
©)2 عددطرق اختيارات رقم الالورف-/ عدد طرق اختيارات رقم الالورف - 4 
© ... عدد الطرق الكلي - 7777777 .٠‏ عدد الطرق - 7761754 


- 2401 عدداً - 840 عدداً 





00 تمدع 


مقال 5 
3 اذا كان لدى فتاة 26 قمصان مختلفة الالوان و و7 تورات مختلفة الالوان ايضا و 43 احذية مختلفة 


فبكو زي مخدلف مكون من قميص وتسورة وحذاء يمكن ان تظهر به الفعاة؟ 





__] 


عغدة طرق اخغار القميض الواحد - © 


عدد طرق اخيار العدورة الواحدة - 7 


عدد طرق اخحيار الحذاء الواحد - ك4 
5 عدد الازياء التي تظهر بها الفتاة - 67:4 
- 168 زي 
ويم 
. بكم طريقة يمكن تككوين عددا رمزه من (3) ارقام واقل من (500) يمكن تكويده باستخدام الارقام 
مقر .ك1 اذا كانء 0 ) يسمح بعكرار الرقم في العدد تفسه؟ 


زب) لايسمح بعكرار الرقم في العدد نفسه؟ 





ئ]_-_- 


من الواضح ان العدد الذي رمزه مككون من ثلاثةهراتب يحتوي غلى رقم احاد ورقم عشرات ورقم مئات 
وغندما يكون العدد اكل من ((500ع فان رقم مناته اصغر من (5غ وعليه يكون الحل : 
(84) في حالة السماح بتكرار الرقم في العدد نفسه 

عدد طرق اختيارات رقم المئات -4 ( لاعظ الارقام في المثال) 

عدد طرق اختيارات رقم العشرات - 7 

عندد طرق اختيارات رقم الاححاد - 7 


.". عيدة الأعداة -4: رغ 


-196 غدذا 





() في حالة عدم السماح بتكرار الرقم في العدد نفسه 
عدد طرق اختيارات رقم المئات - 4 
عدد طرق اختيارات رقم العشرات - 6 
عدد طرق اختيارات رقم الاحاد - 5 
.'. عدد الاعداد - 57614 
-120 عدداً 
للك 7 
كم عدداً مكون رمزه من ثلاثة مراتب يمكن تكوينه باستخدام الارقام 1,2,3,4,5,67 بحيث 
(2) يكون العدد زوجياً وتكرار الرقم في العدد غير مسموح به ؟ 
(5) يكون فردياً وتكرار الرقم في العدد مسموح به؟ 


(2) العدد الزوجي يكون احاده عدداً زوجياً والتكرار غير مسموح به وعليه يكون 
عدد طرق اختيار رقم الاحاد - 3 
عدد طرق اختيار رقم العشرات - 6 لماذا؟ 
عدد طرق اختيار رقم المئات - 5 
.. عدد الاعداد - 37615 
- 90 عدداً 
(6) العدد الفردي يكون احاده عدداً فردياً والتكرار مسموح به وعليه يكون 
عدد طرق اختيار رقم الاحاد - 4 
عدد طرق اختيار رقم العشرات - 27 لماذا؟ 
عدد طرق اختيار رقم المئات - 7 


عدد الاعداد - 477777 


- 196 عدداً 











1- لدى احمد (5) سترات مختلفة 6ع بنطلونات مخعلفة (8) قمصان مختلفة فبكم زي مختلف يظهر 


به احمد مكون من سعرة وبعطلون وقميص ؟ 


2- اذا كان لديما الحروف 1- ل - ع - ق - ك - ب , كم كلمة مكونة من اربعة احرف (بتعنى او بدون 
معنى ) من هذه الحررف على انه لايسمح بتكرار الحرف في الكلمة الواحدة ؟ 


3- بكم طريقة يمكن اختيار ثلاث اشخاص من بين عشرة اشخاص لشغل ثلاثة وظائف معيدة مختلفة؟ 


3 على ان يككوت العدد فردياً والعكرار غير مسموح به للرقم فى العدد تفسه. 
1) على ان يكون العدد زوجيا والتكرار مسموح به للرقم في العدد نفسه. 


5- كم عدداً يكون رمزه مكون من ثلاث مراتب يمكن تكويعه باستخدام الارقام 1,2,3,4,5,6,7 
1 ) تملى ان يكون العدد اكبر من (500) والتكرار مسموح به للرقم في العدد نفسه؟ 
7 على ان يكرت العدد اصغر من (400) والعكرار غير مسبرح به للرقم في العدد نفسه؟ 


9 





[1-2] مضروب العدد له1]2011 


مثال 1 

ا 0 
الكراسي التي على استقامة واحدة. من المعلوم اننا نستطيع ان نجلس اي واحد من الطلاب وعددهم (12) 
على الكرسي الاول وعلى الكرسي الثاني يمكن ان نجلس اي طالب من بقية الطلاب وعددهم (82-1) 
وعلى الكرسي الثالث من الممكن ان نجلس اي طالب من بقية الطلاب وعددهم (12-2) ... وهكذا الى 
ان نصل الى الكرسي الاخير الذي يمكن ان يجلس عليه الطالب الوحيد الذي بقي واقفاً ... وهكذا اذا 
اعتبرنا عملية جلوس الطلاب تتكون من (11) مرحلة فعدد الخيارات في المراحل الاولى والثانيةوالثالثة 
...الاخيرة هو على التوالي : 


وعلى ما سبق دراسته فإن عدد خيارات جلوسهم هو: 
1 .......(2)1-1()12-2 11 
وفي احيان كفيرة في الرياضيات نحصل على ضرب الاعداد الصحيحة ابتداءاً بالعدد 10 وحتى 1 ويرمز 
لهذا الضرب بالرمز !12 أو 12] ويقرأ مضروب (او مفكوك)(11) ويعرف كما يأتي : 
اذا كان 13 عدد صحيح غير سالب [11 عدد طبيعي ] فإن : 








عندما 2 +11 
1 »2 ......(11-1()12-2) 12 - لدع | 
من التعريف 1١-1‏ 
1 علماً ان 0-1 
فمثلا : 0 - 6١ - 62543٠21‏ 
10١-10797287» 6 «543121 - 0 ©‏ 
8 
© مثال 2 اكتب بابسط صورة | 0 
0 6 6] 
© 
١‏ 
ل 8 1ت« رتدعدترة _ 8 
© 1 )1 6 


- 8 <7 -6 





وهكذا وبصورة عامة يمكن القول أنه : 


وهكذا 


11! 


بد اذا كان 6- 


جه 





إ(82-2) 


1 مم إ90 


918 -إ9 
أو !9-987 
أو 7“6١‏ 8*7 9-9 


11١ - 22)12-1(١ 
11!-112)11-1١)13-2( أو‎ 
.. إ9‎ - 0 


فماقيمة 12؟ 
1 


)82-2(١ 


11)82-1()82-2١ -6 
)82-2(١ 
11)1-1١(- 6 
122--6- 0 
)1+29()11-3١- 0 
11- -2 يهمل لأنه سالب‎ 
11- 3 : الجواب‎ 


د اذا كان 720 - !12 فما قيمة 12؟ 


جه تكتب 720 بشكل حاصل ضرب اعداد متتالية مبتدئة من العدد 1 وذلك بالشكل : 


فيكون: 
06 - 720 
!6 - 
0 ح-ح !11 
!6 - !11 


11 - 6 


70 
70 
2300 
110 

30 
6 
1 


سم زع يرن حر بن © 





1-3 التباديل 000005 


7 منال 1 
لنفرض ان 7 اشخاص يريدون الجلوس ولم يجدوا امامهم سوى (3) كراسي فبكم طريقة يمكن ملء 
هذه الكراسى الثلاثة؟ 


جب»>ه لذلك نقول: 


الكرسي الاول يمكن ملؤه بطرق عددها (7) فإذا ماجلس عليه احدهم امكن ملء الكرسي الثاني بطرق 
عددها (6) ويمكن ملء الكرسي الثالث بطرق عددها (5) وبذلك يكون عدد كل الطرق الممكن اجراؤها 
- 7615 
210 
تااحظ أنه يوجف لددينا:79ع:اشتخاض أخد مني خلاثة قلذثة للتخلوس . 
في مثل هذه الحالات في الرياضيات نقول تباديل 7 مأخوذة ثلاثة ثلاثة ويرمز لها بالرمز "8 
للم 0 - 76*25 - َم 


وبالمثل اذا كان لدينا (10) اشخاص لملئ (4) اماكن يكون 
10 


2| - 1098*7 -0 


تعريف (1-1) 
لك كر كن 11:1 عدداً طبيعياً . 20 > * فإن "م تقرأ تباديل 12 مأخوذة منه 8 في كل مرة ويكون: 
23 1 8 
اذا كان 14 -11 !11 
© م 
1 21 2217 05515270 7 57 مآ 
© عندما 0 -ث1 1 
© | ويمكن ان نضع : لم لم 
© الوا 
يي 


ومن الملاحظ أن عدد تباديل (12) من العناصر مأخوذة منها (1) من العناصر حيث «, , مم يساوي عدد 
الطرق التي نختار بها (:5) من العناصر من بين (12) من العناصر بكل الترتيبات الممكنة. 





اناك أحسب كلاً مما يأتي : 1 ف 2و8 


جه>ه 0 - 62524 - م 2١‏ 


4 -432«»1- 4 - 1 زط 


10 
1[ - 2 60 
اتات 


ما عدد طرق توزيع (5) اشخاص على (5) وظائف مختلفة بحيث لكل واحد منهم وظيفة واحدة؟ 


<197ك- عدد نر يكرد 5- بم 
5 


- 54«372«»1- 0 


23 جد قيمة 11 اذا كان 42 - 39 : 


1 - 2 جه‎ 
1111-1١ - 2 





0 - 42 - و نر 

)1-7()2-6- 0 

11-7 

يهمل لانه سالب 12-6 
عله لع لم © 
5 7 © 
8 © 

1 1 0 1 1 3011 0003 اما د50 820 
23<*22701ظ2 إ(8-5) :0 © 
0 - 544 )6» 827 - © 
© 


15 
2 - 157214»1372120211010029 - 0 


7 





الاعتان0 اذا كان ْم م فما قيمة (1)؟ 


هه 


6 6 6١ _ 6١ 6 5 6 
8 0 8 5-2 )6-3( )6-8(! 9 3! 26-1١١ 





3 -م جح 6-0-3 جح إ3 - 6-1 .. 


مالاحظة : من المثال السابق يمكن القول بصورة عامة : 


اذا كان 'ط - ”م فإن ‏ ع1[-م حيث م>2خم 


مثال 7 
1 ما عدد الاعداد التي رمز كل منها مكون من ثلاثة ارقام مأخوذة من بين الارقام 8.7.6.5:4.3 . 

2) دون تكرار الرقم في العدد؟ 

0) يمكن تكرار الرقم في العدد؟ 


6 
4ه 2) عدد الاعداد - 8 


- 6154 : 
- 120 عددا 


0) عدد طرق اختيار رقم الاحاد - 6 
عدد طرق اختيار رقم العشرات - 6 
عدد طرق اختيار رقم المئات - 6 
وبموجب مبدأ العد يكون عدد الاعداد - 67616 
عددا 216 - 


مثال 8 كم كلمة يمكن تكوينها مكونة من اربعة حروف مختلفة مأخوذة من الاحرف أ, ب, ج, د . ه؟ 


جه عدد الكلمات يكون 9 


1 02 2 !5 5 
كلوة- ‏ 120------5-2---2 تت ت7ت متهت د 
5-4١١ 1!‏ 7 


© © © 22 © © 











7 مق فا هنا 
!5 5 6] 
2- جد قيمة 12 اذا كان : 


0 - إم (2 
2- ,م )5 


6) 0 - 8“ 0 


إ(8+1) 1 
إ1احط 


3- اذا كانت لدينا المجموعة [ 7 5,6 ,2534 2-11 فكم عدداً يمكن تكوينه اذا كان: 

2) رمزه مكون من ثلاثة ارقام بدون تكرار الرقم في العدد نفسه؟ 

0) رمزه مكون من ثلاثة ارقام ويسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه؟ 

©) رمزه مكون من ثلاثة ارقام اصغر من (400) بدون تكرار الرقم في العدد نفسه؟ 

4 ) رمزه مكون من ثلاثة ارقام اكبر من (200) ويسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه؟ 
©) رمزه مكون من ثلاثة ارقام ويكون زوجياً بدون تكرار الرقم في العدد نفسه؟ 

1) رمزه مكون من ثلاثة ارقام ويكون فردياً ويسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه؟ 

4- يُجرى في احد الصفوف انتخاباً على ثلاثة مراكز في احدى لجان الصف هي الرئيس ونائب الرئيس وامين 
السر ما عدد النتائج التي تسفر عنها الانتخابات اذا علم ان عدد الطلاب المشاركين في الانتخابات 
عشرة طلاب؟ 

5 كم كلمة مختلفة الحروف مكونة من ثلاثة حروف من بين حروف كلمة (ذي قار) ؟ 


6- بكم طريقة يمكن أن يجلس خمسة طلاب في صف من ثمانية كراسي ؟ 








[1-4] التوافيق 2095 


مثال 1 
1 


اذا كان لدينا المجموعة [ 23 11 -<7 كم مجموعة جزئية للمجموعة 7 مكونة من عنصرين ؟ 


<> نلاحظ أن المجموعات الجزئية من 2 والمكونة من عنصرين هي : 
23 113/1 1121 


لاحظ في هذا المثال انه في كل اختيار لم نضع اعتباراً للترتيب فمثلاً الاختيار (2 , 1) هو نفسه 
(12:1 والاختيار (3 , 1] هو نفسه [1 , 13 والاختيار [3 125 هو نفسه [2 , 13 وأن عدد المجموعات 
الجزئية ثلاث وليس ست . 

مثل هذا الاختيار وهو اختيار عنصرين من بين ثلاثة عناصر دون مراعاة الترتيب للعناصر التي تم 


اختيارها يسمى (توافيق) 201125112211013) وفى هذا المثال يقال : توافيق ثلاثة مأخوذة اثنين اثنين. 


تعريف (1-2) 


1- توافيق مجموعة منتهية من العناصر هو تنظيم لبعض او لكل هذه العناصر دون اعتبار (الاهتمام) 
للترتيب الذي تنتظم به هذه العناصر . 

2- عدد توافيق (12) من العناصرمأخوذة (1) في كل مرة حيث 12 > 1 وأن 1 و 12 اعداد صحيحة 
غير سالبة هو عدد طرق اختيار (1) من العناصر دون الاعتبار (الاهتمام) لترتيب هذه العناصر 





ويرمز لذلك بالرمر: 2 ل أ 
© ا او 60 او 2000007 
6 
11 
© 11 11 
3-اذا كان #41 م دعاك 2-02 

0 1! إلا‎ )12-1:١! 9 

© 

© 


© 2-021 00 7 





وقبل حل بعض الامثلة يتوجب التأكيد على أن الفرق الوحيد بين التباديل والتوافيق يكمن في الاهتمام 


(١مراعاة)‏ او عدم الاهتمام وعدم مراعاة) بالترتيب . 


1 13 10 20 
ده احسب: إ0) 0026© ء ,)6 
135 


!13 11 8 13 13 
<> !(5!2)13-5 !8-1 إلا !5 0( 5 ) 


1321211109: 
1 23*28 





7] - 
و 
رع - 60 © 


ترد حك اقبيية خلا فين ا ذخ ثم لاحظ الناتجين . 
12 3 


جه التبسيط التعويض القانون 





دعي - 1514013212 _ !15 ل لل 2 يبري" 
3“ !12 ((12!«2)15-12 اللاصعاس 12 
15 
5 - !15 7 !15 2 6 
12 ((3!)15-3 
نلاحظ أن : كم م0 
3 12 
6-6 





١‏ مثال 4 اذا كان عدد الاسئلة فى الورقة الامتحانية (8) اسئلة والمطلوب الاجابة على (6) منها 


فبكم طريقة يمكن الاجابة؟ 
<> الترتيب غير ضروري في الاجابة على الاسئلة الامتحانية لذا فإن : 
عدد الطرق - 06 
”لاق  _‏ لإا مع 
6!»2 إ(6!)8-6 »6 


بعد كم قطعة مستقيم يمكن تحديدها بنقطتين من مجموعة فيها (6) نقاط ولا توجد ثلاث منها 
على استقامة واحدة؟ 

عدد القطع المستقيمة يكون : 

00 6١ -_- 65140! 6 


2 2/6-2,( 214 15 


ب جد قيمة 12 اذا كان 20 _ (2 )2 


ئ]__ّ 





© 
1+1 0 
. 2022-50 
لقاذ . 
9 نندت اللنشق_ هكلم 2 
)11-2١ 3!2)1+1-3(( ©‏ !2 
© التبسيط اللاراتص_ - 1 “2 
5 !((12)82-2 >« 2غا3ة ((2«“1«*)82-2 
النائح 1-6بجم 2 لنه -1 


11-5 





الخدت بكم طريقة يمكن اختيار لجنة مكونة من (5) طالبات . (7) طلاب من بين مجموعة 
مكونة من (8) طالبات, (10) طلاب؟ 


4ه في اللجنة المطلوبة (5) طالبات يمكن اختيارهن من بين (8) طالبات وعليه يكون : 
8 
عدد طرق اختيار الطالبات - 0 
بقة 56 --6ا/لاق_ - اتل«6ا/لاة_ -__ إؤ__ا_ة 
0 32 3 !5 إ(5!)8-5 .- 


7 طلاب يختارون من بين (10) طلاب فيكون : 
10 
عدد طرق اختيار الطللاب - 0 


8 0 0 #/لا8»ا10«9 _ 10 2 12 


10 ا 
طريقة ا 73١‏ إز70)10-7 7 


وباستخدام مبدأ العد الاساسي يكون : 


عدد طرق تكوين اللجنة - 56 ا 120 
0 - 


اك 8 صندوق يحتوي على 6(9) كرات حمراء و (4) كرات بيضاء يراد سحب (اختيار) 
(5) كرات معاً بشرط أن تكون (3) كرات حمراء فقط بكم طريقة يمكن اجراء السحب ؟ 


-_] 


6 
عدد طرق سحب (3) كرات حمراء - 6 
6١! - 6» 5»4+٠»3!‏ 96 


3  3])6-3(( 3!“3»21 - 20 طريقة‎ 


4 
عدد طرق سحب كرتين بيضاء - ر ر) 
1-11-1271 إ4 2 


طرق 6- 2221 2/)4-2(0 2 


© © © © © © 
6 


عدد الطرق الممكنة 120 - 67,20 - 





تمارين (1-3) 





اا" 
[ 2 +يم] سد (0)ه دقم0ه 


2- جد قيمة 121 إذا كان : 


3- اي العبارات الاتية صائبة واي منها خاطئة ؟ 


١ 


11 


ره 


16 10 
8 © 0 - 


25 





2 


اذا كان ())-(؟7) فإن ‏ 12-10 


25 
- ووم رم 


6 


) عدد المجموعات الجزئية التي تحتوي على ثلاثة عناصر التي يمكن تكوينها من مجموعة عدد عناصره 


م 10 
عشرة هو د . 
© 
يي ميحد حي اسر اسه رربي يكرا ضده ارت تيار اله ميم وبر 8 
© 1) عدد طرق اختيار شخصين من بين ستة اشخاص دون مراعاة الترتيب عند الاختيار - 15 
©ى2 -202- 5 


6 
1 5 5 5 
ال لكل الله وري إذاكاه نر م فإن 11-4 





طريقة. 





4- اختر الاجابة الصحيحة فى كل مما يأتى : 


2) عدد طرق اختيار لجنة ثلاثية من بين (10) اشخاص يساوي : 





!10 10 10 
ليس اي .مما سبق (4) ححصت اروم و) 2) اند 
0) اذا كان (12) عدد المجموعات الجزئية الثنائية التى يمكن تكوينها من مجموعة عدد عناصرها (6) 
فإن 12 يساوي : 
)2١6 2314 )4١ 2‏ 15)) 
©) عدد القطع المستقيمة التي يمكن ان تصل بين اي رأسين من رؤوس مضلع سداسي يساوي : 
6 6 
كاك 32 26 66 (1) 
6 6 مإنى 
١ 8 , 60‏ 
68 
8 
ف (4) 01 تت 20 0638) 
8 060 


©) اذا كان لدينا الارقام 9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 , 1253 فإن عدد الاعداد المكون رمزها من اربعة 
ارقام مختلفة من بين هذه الارقام هو : 


9 
ليس اي مما سبق (4) خادة) ‏ 2 )22 9]| دل 


5 يراد تشكيل لجنة من ستة اعضاء من بين (5) طلاب؛ (8) مدرسين فبكم طريقة يمكن أن تكون 
اللجنة محتوية على مدرسين اثنين فقط ؟ 


6- صندوق يحتوي على (4) كرات حمراء. (8)كرات بيضاء سحبث ثلاث كرات معأ جد عدد طرق 
سحب : 
1) اثنتان حمراء و واحدة بيضاء. 
2) على الاقل اثنتان حمراء. 


7- اذا كان عدد اسئلة امتحان مادة ما هو (10 ) اسئلة وكان المطلوب حل (7) اسئلة منها على أن نختار 


(4) من الخمسة الاولى, فبكم طريقة يمكن الاجابة ؟ 





| 1-5] مبرهنة ذات الحدين 11220110 81011010121 


مبرهنة ذات الحدين ه 


هي قانون لايجاد ناتج قوى مجموع حدين اي مقدار مكون من مجموع حدين مثل (7[+7) اذا رفع الى 


اي اس صحيح موجب . 
لنلاحظ المثال التالي : 
2 + 7و2 + ثور - تروبس 
2-2 2 ثم 
ا 60 +7 ب)+ 3ن - 
لان لمخم ( ودع ( احخمع 
2 0 1 2 
وبالمغل يكون 
+ 2و3 ب ب#إتهر3 + ح توبوإبي 
3 3 3 3 
2 3 _- 
7 60 + »ع رن) + ا« 67+ 5«ى/) - 
وكذلك 


4 


1 ع تتوعسر4 27و62 ع برو ع4 + كور - “وبي 


0 80- 6 + 72 تيع 0 + ابوت 6 + 0 - 


هكذا يمك. الم ل بصورة عامة أنه اذا كان 1) عدد 1 جب فإن: 
رو 9 0 ( مسي مو تا 
© 


وبو ا 00 بيده يه - ارد يه ا د «ه تك ردم 
1 2 1 0 


يسمى هذا القانون بقانون مفكوك ذي الحدين . 








من قانون مفكوك ذي الحدين نلاحظ : 
1 - عدد حدود المفكوك - 1 +11 
2- مجموع اسس 7 » 32 في كل حد من حدود المفكوك - 11 
3- معامل كل حد رتبته 8 في مفكوك *(/[+3) هو 5 () فمثلاً معامل الحد الخامس في مفكوك 


8 
زوففه هو 0 ويكون: 


4ر5 »376 إ8 222 5 
28-4١ 4 4:‏ 4 4 


4- في مفكوك ”(3+7) يكون اس الحد الاخير (7) -132 واس الحد الاول(7) -12 

5- اس الحد الاول للمتغير 2 يبدأ بالتناقص من 11 الى 0 واس الحد الثاني للمتغي رآ يبدأ بالتزايد من 0 الى 13. 

6- اذا كان 122 عدداً زوجياً فإن عدد حدود المفكوك هو (11+1) فردياً ويكون هناك حداً اوسط رتبته 
1+ اما اذا كان 11 عدداً فردياً فإن عدد حدود المفكوك (18+1) زوجياً ويكون هناك حدان 
ستريب و اكد 8013 


7- فى مفكوك "23179 يكون قانون الحد العام[ الحد الذي رتبته (1)] : 





8- مفكوك "(7+ 3) يكون بالشكل : © 


21 60+ # عيويد: رن + تومير © تي ا 5 


نلاحظ فى هذا المفكوك تكون الحدود سالبة او موجبة على التعاقب ويكون الحد الاخير موجباً اذا 


كان 12 عدداً زوجياً وسالباً اذا كان 12 عدداً فردياً . 





0 7ل 1) جدمفكرك *8-*) 


> و0 دوع 0+ 7 2-6 0 +0 تو ترو لي 
تو - وير 5 + توتع 272-10 10 عو ع 8-5 د 


لتك جد مفكوك *38+5(4) 


9 14 0 +30(63) 06 +02 2ر32 02 + 30736) 6 + 38(4) 60 -4رط +38) 
4 + 2563 12 +52 22 54 + طن 108 + 8124 - 


1 مثال 3 اوجد الحد الخامس في المفكوك 375 -2) 


8 
»هه 24 م 2 :5 )2 1[ بخص يح 1 00 5 


!8 
281175 افق 4 - 


- 70081474 - 044 


7 مثال 4 جد الحد الاوسط في مفكوك زلا اد 


٠ ><‏ الاس عدد زوجي فيوجد حد اوسط واحد رتبته - 2+1 
58 
2 


1 + 
© 
5 
60 
© 
© 0 
الحد العام هو : مر 1ط يح 0 00 _ 1 
6 
1 590086 5 85+1 8 
5 الحد الاوسط هو الحد الخامس التعريض )2 دس إن - بم 
التبسيط 280355 2 حت 1« 2 ذ” !8 - 








4! 4| 16 8 





اتاد جد الحدين الاوسطين في مفكوك , 6 


جه '.” الاس عدد فردي فيوجد حدان اوسطان رتبتاهما 
11-1 1+” - ( 1+1 


-1 + 1-4 4-« كغغل د -دشئ هك 
5 + + 2 5 5 





.. الحدان الاو سطان هما ال ابع والخا 2 © 738 
ع اا الي ا 0 دي" 


ه105 _ _ 8ه  /‏ 12شة , _كلك2 _ 
2 ْ3م0م2 16 2600171 
ى 2-, 383 
خحن ققم كح يام 
30 ) 0 2 ,2 5 
00 16 _, ثهة27_,,._ 765:4 _- 





101021 8 8132* (| 


91 بسط المقدار 2-2(4) + 2+2(4) إلى ابسط صورة ثم جد قيمة المقدار عندما 3/-8. 


<> و2 41 + و2 1و + ,م- 4و2 +2) 


و8 ي2 7وظ + و 4-5( -2) 





بالجمع 


(: + بوط + رط ) 2 -2-2(4) + 22-4 
ضعف الحدود الفردية الترتيب في مفكوك 2+2(4) 
وعندما تكون 3 2-17 تكون قيمة المقدار هي : 
4 - 297 2 - 3+9 » 24 + 16 8341-2 32 22 أن + 24] 2 
ك4 بسط المقدار #ل-هم-”ر لدم إلى ابسط صورة. 
2 
<(وية- سعد ند ررس تونب في تكية أ لدعة) 
1 1 5 
كك 0 كك 22 - 
كر 7 2غ 8) 


(ع2 + بط + رم )2 - 


رلك اللبنه 25 - + ل لك 0 + ل بطرم 2ه ]هت 





+ مثال 8 جد الحد الذي يحري ( * 3 في مفكرك ”رز 3 +3 ع ثم جد معامله. 


جه نفرض أن رتبة الحد الذي يحوي 83 في مفكوك كو ةهج3ع هي (1) فيكون : 
القاترن والتعريض “رخو كر 3 0 م 
: ٍ 


2 37 6 
الع 


28-23 عي دقعي - 
اذا نساوت قميتان وتساوت الآساسات تساوت الأاسس 8-2-2 
72-3 (لوسخع2 


24 د ع 8 
رتبة الحد الذي يحوي 25 هوالخامس 5 - م ا ات 


5 5 ة 5 
1111101 


قيبة الحد *ة 5670 - 


المعامل - )50671 


نال 9 جد الحد الخالي من (5) في مفكوكد | "( تو 
يه نفرض أن رتبة الحد الخالي من < [ اي يحوي على "* ]هي (2) فيكون: 


من 





القالوك و المعو يض 


11 علض في -1 
حل معرس "مد 
1 2 الوب 20 ريو قدي 15 
7-1 
ل 
06 5 يت 15 
6 5 : ل 
1 . -335 15 
٠.‏ اذا تساوت كميتان وتساوت الاسامات تساوت الاسس 11 5 1 ' 0( 85 
ع 
٠‏ ليو 0 
9 التبسيط 0 -ع33-3 
2 ظ 33-3 
الداتج 1-م 





الحد الخالى من (3) هو الحد الذي رتبته ( 11 ) فيكون : 


ا ريم !]م 00 6 6 - 2 


15 
10 


اكل_ _ 
!5 !10 
قيمة الحد الخالي من 3 3 - اا - 
0 جد قيمة 101(7). 
> نضع 101 بشكل حدين 1 + 100 
حدود المفكوك 1-0) -1013) 


- 1+ 6006 100ر١‎ + )3 )100(2+ 621001 العسيط‎ 
- 1 + )3١( )100(+239(2)10000١- 0 النائح‎ 


- 1 








1 - جد مفكوك كل ثما يأتى : 


2١ 2 - 4 
5), 232 + 21 


6 


ر2-عم)ن 


2- جد الحد الثالث في مفكوك 37207 -5) . 


2 
3- جد الحد السادس في مفكوك *(_2-- 32 ) 


4- جد الحد الاوسط في مفكوك رك -م 1 


5 جد الحدين الاوسطين في مفكوك”(1 -28) 5 
6- جد الحد الذي يحوي على 234 في مفكوك 2(6< +1) ثم جد معامله . 
#د د معان # عا قرف #وت ح تع 
عد معامل 2 6< في 612 
* 8- جد الحد الخالى وك فى مقر الو كف عقوم 
: ي من (36) في 0 
© 9- جد قيمة 99(4) (باستخدام مبرهنه ذي الحدين ) . 
٠0‏ 4:23 4 
0- جد قيمة “*989) -102(5). 


© 
© 11- جد قيمة 2-1307) + 7( 13+ 2). 








الفصل الثاني 





الغايات والاستمرارية 

واتناستاصه0 لصم واتسن] 
[2-1] الجوار 
[2-2] غالية الدالة 
[2-3] غاية الدالة عندما 207 < < 
[2-4] غالية الدالة عندما 0 < < 
[2-5] بعض لمبرهنات 2# الغايات 
[2-6] استمرارية الدالة عند نقطة 


[2-7] بعض المبرهنات #4 الاستمرارية 


ع 00 





الغاية 11111 
مقدمهة 

مفهوم الغاية 1111316 من المفاهيم المهمة في الرياضيات وهي الاساس لمفاهيم اخرى مثل استمرارية 
الدالة 1111111033 01 012011311117© وكذلك فى حساب التفاضل 011116211211012 والتكامل 


. 0 


[1 -2 | الجوار ا 
لتوضيح مفهوم الجوار نعطي هذه المفاهيم البسيطة وصولا الى مفهوم الجوار . 

سبق ان تعلمت الفترات المفتوحة في الاعداد الحقيقة وتم توضيحها على خط الاعداد مثلاً 

الفترة المفتوحة (3 و 1 ) تمثل على خط الاعداد بالشكل : 


9 2 1 ,1 
نلاحظ ان العدد 2 ينتمي للفترة المفتوحة (13) وتوجد قيم في الفترة اكبر من العدد 2 وتكبر اقترابا 


للعدد 3 . وكذلك توجد قيم أصغر من العدد 2 وتصغر اقتراباً للعدد 1 
هذه القيم مغلا 1.9999 , 1.999 , 1.99 , 1.9 تقع جوار العدد 2 من اليسار وكذلك القيم 2.0001, 
1 . 2.01 , 2.1 تقع جوار العدد 2 من اليمين تسمى هذه الفترة المفتوحة (3 , 1) جواراً للعدد 2 


تعريف (1 -2) 


اذا كان 2 عدداً حقيقياً وكان 0 < © (يقرأ ابسيلون) تسمى كل مما يأتي : 
0 0 2 57 0047 شاه 
2١-2‏ و > - 4 خرارا للعدد 3 من اليسار 
6993© + 8 و الى 
لذلك يوجد عدد غير منتهي من الجوارات للعدد 2 . وحسب قيم © الموجبة وكذلك ليس من 
الضروري أن 2 تنتمي لجوارها. 





باد 


اذا كان 2 -8 2 ك - ح اكتب جواراً للعدد © ثم اكتب جوار اليسار وجوار اليمين. 


2 
> جوار العدد 2 -2 هو الفترة المفتوحة ( كب + 2 , ج-2) 


3 هوار اليدد 8-2 هو الفعرة المقفورحة و لت ١‏ 0 ( 
2 
جوار اليسار للعدد 2 -2 هو الفترة المفتوحة ( 2, له-2 ) 
2 
.". جوار اليسار للعدد 8 هو الفترة ( 2 , ع 
جواراليمين للعدذ وهو الفدرة ولب +2 2 
2 


.'. جوار اليمين للعدد 8 هو الفترة (-ل, 2 ) 
2 


للدت 


اذا كان 1 -2 اكتب ثلاث جوارت للعدد 2. 


ئ__ 





كم “اسه يكن انتخفاد 0 - 


جواز الغدد 1 هو القعرة وك عق دوكتب :+ اوربك 1 
جوار هو الفترة ( ا ( 


29) ".8-1 نختار كك ع 


0 جوار العدد 1 هو الفترة (ك د ل -رق.+1, قل 


3(9) 0 2-1 يمكن ان نختار لك ح 


جوار العدد 1 هو الفترة ( 2 , سك ) -, 1ل+1., لل 





[2-2] غاية الدالة 110 01 لآ 


توجد بعض المفاهيم يمكن توضيحها قبل الدخول في غاية الدالة والتي هي : 


2-1 ج 2 تعني ان قيم ءا هي الاعدد الحقيقة القريبة جداً من العدد 8 يميناً ويساراً يمكن ان نقول ان 
فيم 3 هي الاعداد التي تنتمي الى جوارات العدد 2. 
مثلاً 2< تعني ان قيم عا هي .... : 2.0001 :2.001 :2.01 :2.1 
وكذلك هي ... . 1.9999 , 1.999 , 1.99 , 1.9 


2-2 جه« تقرأ ا تقترب من 2 من جهة اليمين اي ان قيم ا تقترب اكثر فأكثر من العدد 2 تقع في 
جهة اليمين اي اكبر من 8. 
مثلاً :1ج < تعني ان قيم ا هي ....: 1.0001 » 1.001 : 1.01 :1.1 


3 2ج < تقرأ ا تقترب من العدد 2 من جهة اليسار اي ان قيم 2 تقترب اكثر فأكثر من العدد 2 تقع 
في جهة اليسار اي اصغر من 2. 


مثلاً 1 ج< تعني ان قيم هي ...., 0.999 ........, 0.99 , 0.9 


1 
8 الآن سبوضح فكرة غاية الدالة بأستخدام التمثيل البياني للدالة موضحاً بالشكل (1 - 2) نلاحظ 
هندسيا ان منحنى الدالة 4 منفصل عند 2 -3 نلاحظ عندما 2+2 من جهة اليسار (أقل من العدد 2) 


فإن قيم > + -72 تقترب من 2 ايضاً فيقال ان 2 - (1)16 1112 
1 +2 جور 


© وكذلك نلاحظ عندما 2 جه 2< من جهة الي ليمين ( اكبر من العدد 2 ) فإن قيم )1 - بو تقترب من 
© 4 فيقال ان 4 - )1 1413 وتقرأغاية الدالة 1 من اليمين تساوي 4 أي ان 4 ج («/ - نو 
اير 


عندما 2 جدهير 








الشكل (1 -2) 


7 مثال 2 لاحظ الشكل الاتي )2-2١‏ : 





الشكل (2 - 2) 9 

2 

انه عندما 3 حدر يميدا ويسارا فإن (36) 1 - لآ تقعرب من العدد 6 فيقال من ان 6 - (6د)؟ كذ[ تقرأ © 
غاية الدالة 4 من اليمين واليسار وتساوي 6 عندما 3+ 22 لاحظ في الشكل (1 - 2) لم نتطرق عندما © 
2-2 الدالة معرفة اوغير معرفة والمهم ان الدالة معرفة بجوار العدد 2 وكذلك في الشكل  .)2-2(‏ © 


والآن سنوضح فكرة غاية الدالة بصورة آخرى . 





0 


1 


مثال 3 

3 - (2) م نبحث غاية الدالة 4 عندما 4ج 2 كما وضحنا سابقاً تعني ان قيم 1 قريبة جداً جداً 
من العدد 4 وتمثل جوارات العدد 4 يميداً ويساراً وعند تعويض هذه القيم في الدالة نحصل على قيم للدالة 
)1 كما في الجدول الآتي : 

“4 ج ير 4 جل جر 


7ج (2) 1 7ج (82) 1 





من الجدول السابق يتبين لنا عندما 4 ج لا يمينا ويساراً فإن 7 ج (2) 4 د بعبنا ونساء وتكد 


7 (14)3 11333 وتقرأغاية الدالة 1 تساوي 7 عندما 4ج لا 
اسه« 


مثال 4 
لعكن لجن - رم ث حيث 2 م نبحث وجود غاية 1 عندما 2-2 
سنوضح ذلك في الجدول بعد آخذ قيم 3 قريبة جداً جداً من العدد 2 يميئاً ويساراً اي انه جوارات 


العدد2 ونعوضها فى الدالة جد * 





-(2) 1 ونجد قيم (1)7 كما في الجدول الآتي : 


27 جمدي 2 حل عن 





4 )1 4جه(2)2 1 


نلاحظ قيم (7) 1 تقترب من العدد 4 عندما قيم 2-2 ويرمز لها 4 - (1)1 ار 


ملاحظة : في المثالين لم نتطرق للعدد 2 اي انه 2 -1 ليس مهما ان تكون ؟ معرفة او غير 


معرفة عنده والمهم ان 1 معرفة في جوار العدد 2. 





[2-3] غاية الدالة عندما “2 << 
احياناً تكون الدالة 4 معرفة عند جوار اليمين للعدد 2 فقط فيمكن ايجاد غاية الدالة 4 من اليمين فقط 


وسنوضح ذلك من خلال المثال الآتي : 


لد 
لتكن 2< 2 - )1 حيث قيم 1 2 لنجد غاية 1 عندما 17 جعي نستخدم الجدول الآتى 


لتوضيح سلوك الدالة 1 عندما قيم ا تقترب من 1 من جهة اليمين فقط 


خحت. 1 


وت )1 








2-3١5 الشكا‎ 


فيقال ان غاية ا تساوي العدد 2 عندما 17 ج 3< الغاية فى اليمين فقط وتكتب 2 -(1)3 11111 
. الاأصضحة : 





| 2-4] غاية الدالة عندما -23 << 


احيانا تكون الدالة 4 معرفة عند جوار الغدد 8 من اليسار فقط يمكن ايجاد غاية الدالة هن اليسار فقط 


بندو ص ذلك عن المغال التي . 


0 لعكن ليم و1 بحث غاية الدالة #2 عندما -1 هيع 


نلاحظ ان اومع مجال للدالة 4 هو [ 1 25 ,18 2 +2 ]اي انه الدالة 4 معرفة يسار العدد 1 رز الجوار 





الاير للعدد 1) فقط في الجدول الأني نوضح كيفية ايجاد غاية الدالة 1 من اليسار فقط. 





لمكن ل - رك حيث 0 5 لعدرس سلوك الدالة 
عندما () -- 2 وهل للدالة 1 غاية عندما () +-- ع 
0 *< تعني أن قيم 0 < < أو 0 > بي 
الآن ندرس سلوك الدالة غددما 0 < < ان ائه' 0( ج < الاقتراب من اليمين بأتجاه العدد 0 الجدؤل 


الأتي يوضح ذلك : 


'()ا جدص ير 





© (2) 1 قيمها تترايد وتكبر ولاتقترب من عدد ها 
الجدول الآتى يوضح سلوك الدالة عندما 0 حبر الاقعراب من اليسار بأتجاه العدد 0 
(0) جح ير 


- 3 
0001 





من الجدولين يتضح لنا ان الدالة 1 


48 ]|.إساس] ع ]| 


1 قيمها تساقص وتصغر ولاتقترب من عدد ما 


ليس لها غاية عندما 0 جه 








ملاحظات مهمة فى غايات الدوال 


1 - نحدد مجال الدالة 1 . 
2- عندما 4ج <-- 2< لايجاد غاية الدالة 1 ليس من الضروري ان تكون 2 تنتمي لمجال الدالة اي انه 
)4 معرفة او غير معرفة ذلك غير مهم , المهم أن الدالة معرفة جوار العدد 2 من اليمين او من اليسار. 
3- اذا كانت ع1 0 وكانت 4-1 حصنا موجودتين : 
يقال ان للدالة 1 غاية عند 8 <> ,لآ - بآ 


ويقال ان الغاية غير موجودة للدالة 4 عند ه © ,بآعة رآ 


[2-5] بعض المبرهنات في الغايات 
1- غاية الدالة (17) 2 ان وجدت فهى وحيدة 
: اذا كان 1 - 4 سخا 1030-1 م 


+2 حج د د 


رحني 
3 


2- اذا كانت © -(1)7 حيث 18 © عدد ثابت فإن 


ع دع تطفا - )4 ظتذ1 | رغاية الدالة الثابتة - الثابت نفسه عند اي قيم تقترب منها ع:) 


1-1 صنئا ن 2 3 -3 سنا رط . 2-0/2/ سسا ره 


- 2 1-ج بيع 0مجهعير 


3- اذا كانت 2< - (1)3 فإن م- )1 دطنا 


انسح < 
11 
ا 2 - 2.6 
7 مثا" 


1-- دنا ١‏ 2 3 - ]| 5 2 ابت 1[ 2١‏ 
4 1ج ) ١‏ 5 جع ' 5 0 ) 





4- اذا كانت (1)76 ]1 ٠‏ )5 نا موجودتين فإن : 
ولع وحجسدعر 1 


11لا - تا عد نه + نعن1 ع دزا 
رع تسن م ليه اي ل ل الوه 


90 مثلا" 4 دن[ دع 6 (5+4) خآ 
[حجع [حج [ حير 
4-5 +1 - 
3 سنا ع سنننا - )5-3١(‏ 11خ[ 
5ج مير 5 جع 5ج يجي 
8--5-3-- 


5- اذا كانت )1 10 موجودة ةوكانت © عدد ثاىست فإن: 


(1)36, ا 6 - ()1 6 0 


2 


0 مثلا 8 -(4.2)2- 4- ع سنا 4 - ع4 سنا 


- * تحقنئا 3- _هر3- 121[ 
0-0 3 ع سنا 3- ع 


6- اذا كانت (1)16 11112 ,: (5)3 11133 موجودتين فإن: 
وير وح دير 1 


سنا . نا د عه . ع1 : ددزنا 
سه 1 3ل [ )5 220٠‏ امه 


3 


2 


4- 2ب 2- 2 نضنا . عع سنا _ تعر سنا 


2 دع رسع رحج عر 
((م ون ) سوط - رحس وز 
3 -1.2)1+29- ) 2 سن 3 >0 سنا سنا )(* ١‏ دنا 1)- 


استنتاج 7 - عر نآ عدد صحيح موجب 


22-2 





2 


32) 


32) 


6 


اذا كانت (1)72 1112[ , )5 11122 1000 2لا فين: 
7 اذا كانت ()1 21178 , ()5 21510 موجودتين وإن 0‏ (8)36 11132 فإن: 





لات 2 ستا دع سنا دج تنا 
اجحع اجع_ _< 1 د _شتخ تنا (2 
[ حستا مع سنا 1١‏ +25) رورزل[ 1[ +ع« 1١خ‏ 
[جع [ حير 1 
3---1+2 - 
2 1 +1 
2 سنا تر سنا 2 لذ[ 
3ع تجح غ0 ل رفسم دجع _ 2-2 سنا رط 
2 خا جع دنا 22 +8) روبنز[ 2 بع 3ع 
3ع 3ع 3 
32-20-27 - 
5 3-2 


ملاحظة : هذه المبرهنات تبقى صحيحة عندما + امن اليمين واليسار ويمكن حل التمارين 


الامثلة بأستخدام هذه المب هنات كقو اعد : 
و م 


مثال 8 


3 


: : 3 ]1 1 
جد قيمة ما يلي : +22١‏ الل 0 


ئ]__ّ 


<< حصنا .3(23+2-)2- عر2 نطئا + تير دنزن]1 
32-جمع 3-ج يع 3-ج1خع 


27-6--و3-)2 +27-- 
3 - 





]| 2 11111 2ج 1]111 
لس ا 0 


ا رياطتت للطقبي هلل .20 
1[ تنا + ع2 دسنا 2+1 درن[ [ +22 (لحع 
مج يع 0مج يس 0ب 
5 - 02-5 - 
1[ + (2)0 
1< 1 
د لتكن 08 
1> 22 


هل للدالة (72) 1 غاية عندما 1ج دج ٠‏ 


ئ__ 





يمكن ان تمثل الدالة بيانياً كما فى الشكل (2-4) 


عندما 17 جه << من اليمين فإن 3 


[ +ع صويمم 1 





من تعريف الدالة فى السؤال الشكل (4 -2) 
1١‏ لك و 1111 - (732) 1 ]| 
7[ جع 7[ ح ع 


2-1 -1211 15 + 2< دمنا1 - 
1ح ع 17[ جع 


عندما 17ج 2 من اليسار فإن 2 - (3) 1 من تعريف الدالة فى السؤال 


مآ -5-2.1-2 صلا . 2-ج222). دور ]1 


1[ حج هي 1[ حج هيموي 


رآ 0 بآ 7 


0 2-2 1 110 موجودة 
[ح د ع 











د 


جد قيمة ‏ 5 +47 0 حيث -7- < ف« 


ج>»>ه تطبيق الملاحظة ‏ (4+5) 0 3 5+عه ل 0 
التعريض 5 تطذا , ع4 دنا //لىء - 
[حع [حي 
التبسيط 
2-3007 9 ىء - 5+(4)]9/. - 


د 


اذا كانت 12< (82 26 , 2- < 2 :2< :1 وان 2 / وى - )1 جد 4١‏ سنا 


12 2- هخ حسب مجلا الدالة 1 


2:2 دنا - (1)3 سنا .* 
2-جهعير 2 جعي 

2 حصنا بعر حصنا /ى, - )25+2١‏ ططلل لى 
حير حير 


2-حج مير 


0ك :ايت 22:2 الوخد 























ب 


جد قيمة 0 دنآ حيث 1-<2.2 2*3 
2-3 3< 


</ر عرض قبمة 3 في البسط والمقام مباشرة نحصل على قيمة المقدار - 6 وهي 


كمية غير معرّفة لذلك نضرب البسط والمقام بالعامل المرافق للبسط [ لوجود الجذر في البسط]. 


أي انه : 


ل 2 1 هو لى نذا 
وري الس لض 


ةر 1-4 +» 
سس 1123 ل دنا - 
(172 بول ) ردسع) قحم (4172>ا/ ذم د دل وقحه -) تجي 

111 
1 _- وبي 0 

2 عسنا + (١‏ 1 +ع لى) حصنا 1+2 على سنا 

3حجعم 3ح ير 3حجل ير 

1 

. 2+ 3+1/ 2 2+ لصتا سنن 
3ع 


مغال 13 يكن 52* *- 
0 22 2+1 


ثم جد غاية الدالة (*7) ل عند (1-) , عند 4 
<> 1) عند تمغيل الدالة بيانياً كما موضح في الشكل (2-5) نلاحظ ان الغاية غير موجودة 
سنوضح ذلك كما يلي : 
نجد الغاية من اليمين 


عندما +2 ج-< فإن 1+ < - (2) 1 من تعريف الدالة فى السؤّال 


1 «ينتا + يع 2 1 ا - - 00 كر ل" 
27ج يع 27ج 


-2+1-3-1 








نحد الغاية من اليسار 
عندما 2 جه << فإن 2 - 1 - (2) 1 من تعريف الدالة في السؤال 
< دعئا - [1 سنا - بحل دنا دور ل 
2ج يع :2 ج يي 7ج 
ب1-1- -1-2- 


0 كر ا غير موجودة لان رآ .آ 
ا اع >2 1-. 


- 9 3 11 . 
3 1-2 +1- على صنل رم 1 ستل 
(2 < ير .ع ع 4 * 
-_ - 3[ - 3[ . 
3 2+1-4+1-5) يصثل كن 4 حصلا 


1 >> 222 1 : 00 
- )1 وان رك 4 صخا موجودة جد فيمة 2 
اح 2 


2 +2 21 


<> (12) 4 11133 موجودة فإن الغاية من اليسار ,بآ - بآ الغاية من اليمين 
[ ع 0 


252-2١‏ سنا - ج252 ) :ننن1[ 


1[ حج يمير +1[ جد عير 


تطبيق قواعد الغاية 2 نذا 2ع دنا _ ج دسنا عرد دنا 
7[ حير اا جع 2[جيع 0 


التبسيط 2 -غ +(آ21 
1[ -2ه >< -2 +د2 





1< 2 2-2 ا 1 11 001 
حوي 7 زكانت 16 065ل مرجرتاوات 


مثال 15 لتكن 
0 1>ع 22 -ط 


13-5 10 جد قيمتى 1 © 8 ,2. 
1-ج ب 


جه 2050-5 نكا وان (1 >« :ع) ع 1- فإن 2:2 - ط - رين 1 
جمدي ِ 


5 -(6-22) 1110 
1 -حج بع 


تطبيق قواعد الغاية 5- ع2 :11232 ط 1112 
1 جع 1[ جع 
5-(1-)5-2 

التبسيط 


3--2-5+ط 


وكذلك رس 4 سستا موجودة 


هذا تعني ان رمآ - بآ 


من اليسار (3) 4 11182 (2) 4 1112 من اليمين 
د . [حجع 
(25 - 5) حصسنا ره + قت سنا 
[ح-جع [حج-جع 


ع2 32نآ ‏ 3 نذا - 2 متنا + 2ع د11[ 
[حج بي [حج بجي [ح معي [حج بجع 


12+-3-2)1( 
1 +2-1 


"22 - 0 





2 +2 [حج مع 


5 (82+3-1) سنا 
تطبيق قاعدة القسمة في الغايات 3 +204 - 1[ جعي 


2١‏ +25) رجنخ[ 


[حج مع 


2 
-- اذاكانت 3 و2 _ -35-1ظ3غ2 ووز[ جد قيمة 8 


[ متنا -عة (2زز[ + 2ع دنن[ 
[حج جع [حجحجع [حجحجع 
تطبيق قواعد الغاية 28+33 - 
2 <نآ + << :زززل[ 

[حج جع [ جع 


د 2 
وبوه 11+3-1 
التعويض 1-2 


3 
0 202+ 3 5 


1-3-8 ج 3 +20 -1 


20--2 1--2ج‎ 
2-9 ١ 











مثال 17 جدقيمة 1110 
0 دج 3جحجيع 
جه اذا عوضنا عن 3 -3 في البسط والمقام مباشرة نحصل على : 
0 9 9 ا : 
بسكت .شلك وفزا غير هعرف 
3-3-0 وهداصير معر 
لذلك يجب ان نبسط الدالة وكما يلى : 
٠ 20‏ 
حيث 3 * و سدكت 0 
22+3١‏ 
نحلل البسط كفرق بين مربعين فسن جم 
التعريض والتبسيط 23-3-3556 ورم 
اح 2 


اكت 3 9 
28 سنا 
2-4 2حجمع 





0 جد قيمة 





نحلل البسط كفرق بين مكعبين والمقام كفرق بين مربعين قبل توزيع الغاية وكما يلي : 
2 - 
هِ بر 2ب (4+ع2دك» صلا يعمس وصور ون 


2-2 ومح ار 2١‏ +2) )لسعو 2-_جع 
حي 








1 - جد قيمة كل مما يأتى : 


2- إذا كانت 30-4 - 


3-إذاكانت بم 


2ج 2و 


22- 2 


6 +ع:2 -2ع 
22213 


]| 
دع 


4 حمر 


جد قيمة 2 2 ©[ ح 2 . 





(22+3+*) جسن[ 1 


4 
1 + #5 دمن[ 2١‏ 
1[ + )و 





غ522 وصون3(1 
2-2-6 2-جع 


2-1 





4١ سنا‎ 


2خ 1[ جعي 


3 
27ت نا 59 
22+25« 3جمع 


2-2 





ذا[ جد قيمة 2 حيث ج[ ح 2 . 


دمن[ 6١‏ 
1/2 ع 2 جع 
2 3 
- 7 اك 1[ (7 
32-3 أ 
8١ 1 2+8‏ 
6 جز 2 هحير 
11-:خ*# موسن1 9١‏ 
1[ -/ 1حمجع 
2-9 1111 (10 
32-3/, 3 جع 
22خ تنا ج11 
10-3 + ي/ ا-جع 





ك- اذا كانت نا + 33 - وعتء 1 وكانت 5 س زع 1 م + الى 1133| جد قيمتى <ا .3 
صعمير لودع 2 


5- لمكن 2 22-3 
دوا 1 
2 2 اله كه 
3 هل للدالة #اغاية عند 2 *؟ بين ذلك: 
جا جد وآ 1111 
[ جع 
6- لعكن 2 .ع 1 + 
- 3 1 
222 عد -2 
هل للدالة 1 غاية عددما 2 جه 2< ؟ بين ذلك ٠‏ 
7- لفكن 22-1 2 +2 
- 3 1 


5-1 * فيو_-3 


وكانت 5 111 موجودة جد فيمة 3 حيث 128 - 4 , 
حير 


8- لعكن 3 2خ 3+8 


در 1 
3 2 جا *غ 


وكانت 2غ 1 صقا موجودة وأن 5درة ل 4 جدفيمة +[ تت تا .3. 
عو 1 





[2-6] استمرارية الدالة عند نقطة 
2011 غ31 11102 2 01 7اللامتا طم 
يمكن ان نوضح فكرة استمرارية الدالة عند نقطة من 
خلال الاشكال البيانية للدوال الآتية عند النقطة المبيئة في 
كل شكل ففي الشكل ( 6 - 2) نلاحظ عندما نضع القلم 
في اقصى اليسار عند © ونحرك القلم بأتجاه 8 مروراً 
بالنقطة ((2) 1 , 8 ) . 


اننا لا نرفع القلم اي ان الحركة تتم بدون رفع القلم. 


وفي الشكل (7- 2) اذا تح ركنا من © الى 5 فأنئا نجد 
فجوة في النقطة ((1)2 , 2) نضطر لرفع القلم عبر الفجوة 
للذهاب الى 5. 


٠‏ وكذلك الشكل 2-8١‏ ) عندما نتحرك من © الى 0نضطر 
ه. لرفع القلم مسافة لوجود انقطاع في المنحني عند 2 - 22 : 





ا 





من الاشكال الثلاث نلاحظ ان الشكل (6 - 2) يكون المنحنى مستمر فى النقطة 2 -< فيقال ان 
الدالة مستمرة عندما 4 - 2 بينما في الشكلين الاخرين وجود فجوة وانقطاع في المنحني عندما 4 - ا 


فيقال ان الدالة غير مستمرة عند 4 - 2 سنوضح ذلك بالطريقة التالية وبأستخدام التعريف . 


اذا كانت 1 دالة وكان العدد 2 ينتمي الى مجال الدالة 1 وتحقق ما يلي : 
موجودة وحقيقية (2) 1 _1 
موجودة وحقيقية (1)72 111 2 
2ح 2 
1220-1 تقلا - 
رع ل ار 
فيقال ان الدالة 1 مستمرة عند النقطة 2 - واذا لم يتحقق اي شرط من الشروط الثلاث اعلاه 


فالدالة 1 غير مستيرة عند 2 ير 


8 1 





الشكل (10 -2) الشكل 22-9١‏ 
1 دالة غير مستمرة عند 8 - 2 لانه (1)8 غير / دالة غير مستمرة عند 8 -2< لان رباخ .1 حيث 
معرفة او 2 لاتنتمى لمجال الدالة أي ان الشرط 1 - 2 4 حصنا , 1 د 4 حصنا © 
3 2 د 2 1 توجع 


الاول غير متحقق في تعريف (2-2) . أي ان الشرط الثاني غير متحقق في تعريف (2-2) 


ل 





الشكل (12 -2) الشكل (11 -2) 
آدالة مسسمرة غيد © -ع 1 دالة غير فسدمرة عند 2-82 لانه 
1 
)1 عج 15 سد 


7 مثال 1 اذاكانت 3 +2 -() 1 هل أن 4 مستمرة عند 1 -12 ؟ 


<7ورك> ؟كيرةالحدردفة ارسع مجال لع 


82+3(9ه) 111 32 1 ]| 2 
1ح يمي [ح مي 


3-4+:21-12)م# (1 


3-4 +12- 3 دنا 7+ 2 سنا - 
1ح يجيو ح د 
(1)1 2 اق 1 1111 (3 
[حجاعج " 


5 لمشي وعية 2-1 





[2-7] بعض المبرهنات في الاستمرارية 


اذا كانت كل من الدالعين 1و8 مسعمرتين عدد 2-2 فإن 
الدالة 1 + 8 مستمرة عند 8 -3 
الدالة 4 . م مستمرة عند 2 -3 


الدالة مهنظ 5< بحيث 0 2 (2) 5 
5 





لتك ابحث استمرارية الدالة حيث كت - () © عند 3 -2 . 


1+ 
<> اوسع مجال للدالة - [1-]181. 
08 . 3 3 
الدالة مع فة عند 2-3 وان 2ت _ تس 39 1 
معر و " 301 (1)3 2 


وكذلك نبحث وجود الغاية 


ع2 11111 
تخت د عسشه انملا حو ]1 :تنا 2:2 
(1جى سخا مضه عات 
احج خا 


3 


3 

3+1 4 
3 

4 





- 2 3 3 
0 ١(1)3آ1‏ ك0 2 مسقل 0 


#امبشعن غيل 3- 264 


7 مثال 3 ابحث استمرارية الدالة < + © - () 2 عند 1 - . 


جه اوسع مجال للدالة - +1 


1) 12)1-13 + 1- 2 معرفة عند 1 -< وان‎ 1 ٠.٠ 





سنا + "2< ومن[ رع + ثيس سنا دجى ) سنا 22 
[ح ع [حج ع [ جحي | 
13+1-2- 
.٠ [5 - <5‏ (39 
2 (1)1 0 1 صقل - 2 


"- 1 فسعيرة عند 1 ب 2.4 


سد لعكن 2 +32 - (2) 1 هل 1 مستمرة عند 8 -22 ؟ بين ذلك . 


<> اوسع مجال للدالة 4 هو 18 لكل 18 > 2 لنبرهن 1 مستمرة عند 8 -2 . 


2 -(12)82آ1 1١‏ 
ات )1 سلا 25 
2 حقنذتآا + 3 2خ[ - 
وجي وجي 
2 + 302- 


7 ع 3 
429- ج25 1 سنا 1 
2 الدالة 1 سعمرة عند 2-8 


0 2 3 | رمم هل 4 مستمرة عند 0 ->؟ 


00 ] لمكن 
0 ومح ع 1بتع 


4ه عند 0 -2 فإن 1+*- 22 ]1 1١‏ 


لنبحث وجود (5) 4 مظتلل 





© أولا 


1 سنا + 2< حصنا -ر1 +تيئ) سنا - وى 1 حسنا 
©6 07 ج22 07 ج22 07 ج22 0 ج22 


الغاية من اليمين 1-1 -<1+ 2 - 





ايا ره جف رصنا وم مص 
َ 1 1[ا- 
3 -3 م +23 ا 
الغاية من اليسار رآ[ -3- 


ملآ د بآ ١‏ 


722- 0 الغاية غير موجودة عند‎ ٠ 





1- >خظ 2 -2 
مثال 26 لتكن - ووم م ابحث استمرارية الدالة 4 عند 1- -< 
0 1-حع 2+1 


<> عند 1- -<2 فإن ‏ (282+1 -(1)2)2 


3 -1-22)1+1-+2-1(2 -(1-)2 (1آ1 


لنبحث وجود 0 2:2 © 

أولا 9 
2 5 5 

) 5 2 0 7 ققد 0 5 

© 

الغاية من اليمين © 

ماع 1-3 + (2)1 -1(2+1-) 2 - © 





ثانياً 


(-2) سنا - ريسن 1 | 
(1-) جع (1-) جع 


- 2 - )-1«- 2+ 1-3-1 











3 -,1-,ص[ * 
5 1 
8 ار 
4 6 
ا 2 
52 5 اع ا" +( 2,4-) 
1١-3‏ غ21 )1 ل (3 رقم ات 
(0,1) سي 
1 مسعمرة عبد 1- - 32 ا اص مم 
3 +1 
(16)1 معرفةحيث لحت - ([) 1 : 
2 ش برل 4+ 
2 )2 
© 
23خ 10ل[ - )1 1110 2:2 
© 1 +2 1ه آاحجع 
3 +ع2) 1112 
*؟ ور 4 تجل ا ا الجعرل 
99 2 1+1 (1 +2 <طذنآ 
[حعير 
6 5 
2 - (12)1 دعن 4 ملعل .٠‏ 3 
© 1خ 


3 1 مسثمرة عند 1[ - يخي 





1 < ع 1 


لنبحث وجود 
لتى. 1- 2-- 2< من اليمين 


-3 )-1(+ [1 


يك 5 52 


1 


وكذلك 1- 2-- 2< من اليسار 


الغاية غير موجودة 


- ]غير سسيرة عبد 1--2 


31+ 


2 


24 


- () 1 ابحث استمرارية الدالة عند 1- - 2 . 





)-1:-2( 


3+1 - بين 4 )1 
1 +1-) 3-(1-)12 
2--1 +3-- 


29 |] 1) 


1-ج-خ 


(3+1) 11223 )1 ]| 
+(1-) حيس +11 حيس 
1 سنا 122 <نز[ 
-(١1-)جة‏ -(1-)ج بجع 

رمآ ع مآ 1 














2 5 00 
2- لعكن ع د وام 1 اثبت 1 مستمرة في مجالها. 
2+1 


4- لعك. 
لدكن 2-1 2-2 


د و 1 ابحث اسشهرازيةالدالةاعطد 1-ب ع 
1- > 3+1 


5- لعكن |2 -7|-(*) 1 ابحث استمرارية الدالة عند 2 - ع . 


6 لمكن 2 > ير 1-22 
- (3) 1 اثبت ان ]آ مستمرة عند 2 - 2 . 


2 جع 1-2 
5 
0 دكن لتك 232:3 
9 - () 1 جد قيمة +1 > 2 اذا كانت 1 مستمرة عند2-1. 
1[ >2 32-1 
© 
© 8- لتكن 1- > عع طبيه2 
© - () 4 
1- مخ 2-2 
© 


جد قيمتي 12 ح 8 »اذا كانت 4 مستمرة عند 1-- وان 7- (2) 1 








الفصل الغالك 


الاشعقاة 

ات 18195 
3-1 ا[ المشتقة 
[ 3-2 ا[ التفسير الهندسي لمشتقة الدالة 
[3-3 ا[ بعض التطبيقات على المشتقة 
| 3-4 | قواعد الاشتقاق 
0-0 ا[ التطبيقاتالهندسية والفيزياوية باستخدام قواعد المشتقة 
3-6 ا[ بعض تطبيقات المشتقة في الاقتصاد 
[ 3-7 ا[ النهايات العظمى والصغرى 
[ 3-8 ا[ التقعر والتحدب ونقاط الانقالاب 


39 ا[ رسم الدالة 


| 3-10 | تطبيقات على النهايات العظمى والصغرى 


000 





[3-1] المشتقة 
تعريف (1 - 3) 


يقال للدالة الحقيقية (72) 1 2ك إنها قابلة لللاشتقاق عند الذي يععبى إلى مجال الدالة إذا كانت 
الغاية الآتية موجودة 

را (24,) 1 1 
3م 0 ج جلا 


وان قيمة الغاية تسمى مشتقة الدالة في تلك النقطة ويرمز لها بالرمز ,4/36 او 941 او و 


أي ان : ربى1” ركعد دين 1 0 مط 7 
م دحوو كلكا 


د إذا كان 7 - )1 جد 123١‏ باستخدام التعريف. 


ئ_-_ 





اسرد 2ك ضداك ل ميئل رين 
6 2 ال-0 

94 . 1 )3+47(-3 

التطبيق ال اند اطاللك اعتت ل ماك ملي د و13 


4564 


23-17 35 0 


لك التعويض دنا - 
2.6 0 ج جلما 
43<2-9) + 43 )9-6 . 
التبسيط ا لل وو ع 
© ىم 0 ججدى 


6) 472 + 2) 


1101 - 
6 7 0 ج جلا 
عتةى + 6) :473 3 
ا ستخراج عامل مشت ك ) ع( لحرلا - (1)3 
426 0ج نما 


بالتعريض عن 0-6 +6- (حدتكل + 6) 101ل[ - 
0 ج جلا 
0 -: 


١‏ مثال 2 إذاكان 1 +2 +2< - ()4 جد (1)2 باستخدام التعريف. 


جه ال (1)2- 2ه +2) 1 


454 





ل[ -:42 
1 2 


التعويض (4+2+1)-1+(غه +2) + 2بعد+ 2 متستل - 
3م احج ا 
اه 1-7 + عتد +2 + تلتق + جه )4-4 سل - 
2 م مججه 0 
5247١ + 2)‏ 
6 0 ج جلا 
استخرج 47 عامل مشترك من البسط 8ك +455 دنا - 
26 0 ج جلا © 
© 
عد + 5 لطل[ - 
0 حج جلا © 
4 © 
بالتعريض عن 0 -:11/ 5+0-5-(2) 
© 
© 





فال 3 
اك 1 


جد مشتقة الدالة كاد رق مستخدماً التعريف . 


4 1 7 4 
7 >< 








3 0 ج على 
1 1 
4 222264 : 
دللا - 
1 0 ج على 
عه -ع يع 
2 م + )2 2 111 ّ 
0 اخ - , 1 
1 د ل شغلل حملا ديس 
2 ]ا وت ين عرو 0 حعة 


جد مشيقة الدالة 2< ل -()1 مستخدماً التعريف. 


جه القانون 560 وتش جع م _ 


4594 





اد 


العطبيق ل عم دسلا - 
0 0 ج جد 
© 
9 الضرب في العامل لمعه عار على لدع مدنا - 
© الباق للنسظ دل + عدر 43 0 جل 
© 
. 5 ااال هئ لي 3 
جح ا 
٠0‏ /ي 022 رياد 
بالتعريض عن 1 





6 


1 
0 -:8 2 اول خالل 0 ' 





[3-2] التفسير الهندسي لمشتقة الدالة 





الشكل (1 -3) 
لتكن () 1 - لآ دالة حقيقية » (,3,:95) 2 نقطة معينة على منحني الدالة وكانت (,7:ي3) © 
نقطة اخرى على المنحني فإن : كك + ,كح رك 

كاذ ١‏ ,ا رلا 


دو ترح مع / 
تمن 1< تإم درو 
ل 0 4- إلا 
) 1 ده د 1- تود 
بالقسمة على 0 41 2 1 دجي 1_ترد 


564 4594 


واذا كانت ,كا معينة واخذنا :4 تصغر شيئا فشيئا وتقترب الى الصفر عندها الميل (111) يقترب الى ي 


قيمة معينة نقول عن تلك القيمة غايتها وعليه سيكون ميل المماس للمنحني في النقطة 1 


1 (2 + 42(- 1 2 


454 0 جحل 








معادئة المماس لمنحني الدالة عند نقطة 


اذا كانت (1)3 - لآ دالة ولتكن (3177) نقطة على منحني الدالة فإن معادلة المستقيم المماس 
لمنحني الدالة )1 - لآ والمار بالئقطة (7,577) تكون: 


مثال 5 
اذا كان 1 +3 + 222 - (1)32 جد باستخدام التعريف 2 ثم جد معادلة المماس للمنحنىي 
عند 2 - 2 
نعوض عن 5-2 لنجد نقطة التماس 
)2,15١‏ > 1-15 + 2)2(2+3)2(9 - 1)25 
8-1 1 1 
انون #09 39 صك .ل وررؤ1 ري 
26 جم 
12 - جد 2) 1 و 
تطسة ا ا وك كاناك كاك اك 11[ 121١-‏ 
التطبيق 8 بللا حاومم) 
التعريض 1-5 +2ه +2 20-3 سذ - 
6 2 0 ج جرلا 
اي -0113112563:555521-17 0 بي ا 
© 2.6 0 ج جل 
ل 
1 2 د11 
© 3 فيط سكي ملح حصنت 1111 ب 
6 2 0 ج جلا 
9 2-11+0-1هم 11+2) سنا 0 
جع 
9 ميل المفاس لبنح عنه 2,15 
© 


29 -) 15-11 - د 37١‏ -2) 10 د ود و 


معادلة المماس 7-60 -/-117 هج 





3-3] فعض التطبيقات هل المشتعة 


الازاحة والزمن مقادير فيزيائية اساسية تستطيع فياسها. 
نفترض في زمن (]) ان جسما كان في الموقع )4 - و 
وفي زمن ]4 + ]) الجسم يكون في الموقع : 


(3417 + ))/ د دل + ى 
(1)6 - و 
(1) كر -(1ظ + ) / - ول 
بما ان معدل السرعة هو الفرق بين المسافتين مقسوم على الفرق بين الزمنين وعليه يمكن ان نقول ان 
معدل السرعة تكون 45 مكسؤها على 6 


بالخرج 


1)0- مه جور _ عد 
41 1م 
في هذا القانون عندماعم تصغر وتقترب الى الصفر فإن معدل السرعة تصبح السرعة الآنية للجسم في 
تلك اللحظة . ونرمز لها بالرمز ( غ ) ٠‏ 


0 السرعة تَ 


اي ان : 0( -40+ 4 ل بم 5 
)ىر لي 





لست ف ا 
آذ عه 








لاد" لتكن 3 +262 -(غ)6 تمثل حركة جسم في اي لحظة بالامتار جد موقع الجسم وسرعته 


بعد 2 ثانية من بدأ الحركة. 


جه 2-3 -(])2 1 


1 20-2 29-5 





موقع الجسم فر 3-1311 84ت 


»1 - دأد مل 1 - 
اك عله الحم 21 1110 15 
0 ج ال 


41 
١1)2-(1ه+2)‏ 1 . 
الل ئل ‏ 1133 ع 
1م 0 حال 
6 2 
3-1-+81-+2)2 ل - 
2 
8-(]2)48-+ ]84 + 8 ما - 
281١‏ + 8 اد 1 
ىن /ثاه- ل ل 1 اقتنلا ب 
متر / ثا8-(0) 2 +8 1 1 


سرعة الجسم بعد 2 ثانية 


اده لتكن 312 - (2)4 377 جد التعجيل بعد 2 ثانية. 


02- 2+9 
ا لاه 184 ملا - 2)029-2 
1 0 22 ,22 
2 2 
جه وت قاد "رمحم 3 بيو _ 


_2 
2 -]82) 3+ رأى 12 +12 مسن - 
41 0 جام 


((16ه8) 3 + 2112م 


٠. 5 5 20.2‏ 
مثا التعجيل 12-0-2س ل مصلل -(2)2 . 








4 4 


1- جد مشتقة الدالة عر5 + 2 - (2) © باستخدام التعريف ثم احسب (1)3 و (12)0 


2- جد المشتقة بطريقة التعريف لكل مما يأتى : 


1 32 3 232 
2-1 


1 )2( - /2+1 4 


3- اذا كانت 4 - 3-31 -() 1 جد 76 مستخدما التعريف ثم جد معادلة المماس 
لمنحني الدالة عند 1 -2 

4- جسم يتحرك وفق العلاقة حيث 1 الازاحة بالامتار معطاة بالعلاقة 1 + 12+26 -(]) 1 
جد سرعة الجسم بعد 3 ثواني من بدأ الحركة. 


5 اذا كانت السرعة معطاة بالعلاقة 1 + ] + 2) - (]) 37م/ ثا . جد التعجيل عند 1 -8 ثانية . 








3-4 قواعد الاشتقاق 


القاعده اللاولى : 
الدالة الثابتة تكون دائما قابلة للاشتقاق وان مشتقتها صفرا 
اي اذا كانت 6 - (38)/ -377 دالة ثابتة 8 © © 


فان 





١‏ 05] جد 0م 0 -8)ث/ جح 3 - ()/(ه 
0 )م ج ول - (د) [(م 
0 - )كر ج 34 - ررك 


القاعدة الثانيك : 


اذا كانت "6ن د () ر 


1-ر 7 0 
فإن. م رس لك 


0 





: إل | ] جد مشتقة الدوال الآتية‎ ١ 


“بد - (0)“/ ج ثعر - (ي)]/ (ه 





3-- تبرق - وبمك ج تسيو - (هر) زط 
١ ©‏ 
٠‏ ا - كر ج تر - زو ره 
4 

1- و 1 7 1 

8 : - 3:دج- - (:3)/ ح- 3 ند - (:) /(4 
6 2112 
© 


7 - 0 - )م جح 5 - )م جح ال - (8)و(ه 





القاعدة الثالتك : 
مشتقة مقدار ثابت مضروب فى دالة قابلة للاشتقاق تساوي الثابت فى مشتقة تلك الدالة . 


حيث ان © عدد حقيقي(::)08 - (20) ج )يه - (0) /[ 





2١ 1) - مثال 10 د 6 - (2 ) 3ن 1 جح ت2يو3‎ ١ 
وتج4 5 - )تر ج يرق - (ند)/(ط‎ - 20 


القاعده الرايعكة : 
شتقة مجموع (طرح) عدد منتهي من الدوال القابلة للاشتقاق تساوي مجموع (طرح) مشتقات 
تلك الدوال اذا كان ()ط + (مدا)ع - در 
فأن )1 + )ع - (ت) / 





_- 11 عد 7 - () أ ج بر7 + تبرق - (2) [(4 


ذه جه - ون حبر + تر2 - (ن)/(ذا 


تيه - د - (ر)كر جد وم ع دك - )ره 


القاعدة الخامسك : 
مشتقة حاصل ضرب دالتين قابلتين للاشتقاق يساوي 


الدالة الاولى ؟ا مشتقة الدالة الثانية + الدالة الثانية ا مشتقة الدالة الاولى 


اذا كانت («) ١(«)ع‏ - (عد)ر 
فين :)ا +ص) ١11‏ ممع - 0 








, 000 جد »)م 3 - 6ة)(1 + ©« - “«) - (م) [(ه 


28 - تيو4ه) :3 - كير5) + (3 - تهو1()30 + 2 - كن ) - وهر 


(6+) 0 ()مر ج (6 +<) ءل. - )زم 


1 


افكت 7« 


ع 2 - (ع 
ات )+( 2 د »)ار 


5 
«#2 


ان 


١ 
' 


القاعدة السادسك : 
مشتقة قسمة دالتين قابلتين للاشتقاق يساوي 
دالة المقام ا مشتقة دالة البسط - دالة البسط ا مشتقة دالة المقام 


مربع دالة المقام 


اذا كان 0 ()2/ وان 





, الععارن» اا ال لعا رمام 
ْ 0 





القاعده السايعة : 
مشتقة دالة مرفوعة الى أس حقيقي 
اذا كانت الدالة (36)/ قابلة للاشتقاق فان الدالة ()/ تكون قابلة للاشتقاق حيث 


'[()0] دلع)/ 
() ا“ ]م و / 


تت جل 56 فى كل معاياتق ب 


1[7+*+ + ) - زع 


5 
يي 
١‏ 
لسلا 


[22+1 + 3) [1 ++ + “)د - («)/ 


مشتقة داخل القوس ٠/2 - 22+ [ ١‏ - (كا 


1 


)1 +2 - 6 - زعار 
(ع) 


<- 
س١‏ 
5-_- 
مدصي 








(2-2) 3 (1جع2- )4 - 2 1 
-- / 
فتك - م/ 
[ +غ<2 -22 
جد (<) “عند نقطة 2-1 : سحب | - »)ره 
(00)-0)(اجه ٠١‏ ع )ى د 
2+1(7) اماه ع / 
عق ثة نر 
حك اوضر 
00 00 0 / 
7[ 7 (/ / 
2ع عدار 








ملاحظة 


لعكن ()/ -لا دالة مشتقتها (:1)/ ويطلق عليها المشتقة الاولى للدالة (6)/ وهي دالة 


40 / 


لنفس المتغير 3 وعليه فان المشتقة الغانية هي مشتقة المشتقة الاولى ويرمز () /ر ,, 0 


ب اذا كانت 3+ ©عز5 + 24 در جد ,ل( 


ئ]_-_ 


لاد 16 اذا كانت 


ئ__ 





/ 


3 د ب.. 
تبر5[ + أير4 د تر .:. 
د30 + 1266 - بر 


/ 


432+ 20 - (م)/ جد 000000006 


رق + 4 + 27 - (عر) ر... 


ب رم - (2)تم جه ع7 _- 62 - (د)ر 0 
6 / / 

ج + 12 - («) ] ج ثيرم +2[ - (2) 1 
ل 


3 


68--12-6-- بتررردانم 3 )م 0 


2 


تمارين (3-2) 0 








لهك 
1- جد باستخدام القواعد مشتقة كل من الدوال التالية عند العدد المؤشر ازائها : 
1 حينى 73 -ي + تير4- ثرح ز(ءع)رره 
ع [(3+#)(م-4)-(م)ر(م 
لع لشت لماه 
0ع كي -(:)/41 
2 تيمم - («) رده 


2 اذاكانت “(3- 2) - (ع)م جد ()ث,()/ عند 2-*. 


(«)م جد («)ثر,(2)/ 


3 
3- اذا كانت م3 د رد 6 








[3-5] التطبيقات الهندسية والفيزياوية المشتقة 


51 [ 


+ مثال17 جد مغادلة المماس لمتصنى الدالة 2 +ع ةيده زعام عدك 1 د 
بت : 


جه النقطة :2 .1ع 2--7-5+2-دإلامر 


ميل العتنائن 3-ه5-(2)3-(نام جه 5-ءة - زرا 





)مم رتود اق 
(دع)ت7-ه 2 ور 
معادلة المساس 0 [- ع3 دمر جه 3 +ي:ر3ق- > 2 جار 


+ مقال 18 جد معادلة المماس لمنحني الدالة 3 + بز > (بد)/ر عند 5-+ , 
/ ده . 


2 ك1 
»هه بل ”رقجمط دص) د أرتجى دري ] ٍ. 








نعوض في المعادلة الاصلية 5 حر 
النقطة  )5,2(‏ حل 15+3-2-(5)/ 
ميل المماس عند اية تقطة :. - (<) أ 
3(3 + »)3 
5 ل _كفك- روم 








م 5قبة فيه 


/ )ل , 3 
حيث ان (5)/ -:7, | 0 


2-5 هسه 120-4<-(5-) ل 2 -دنخ 


حت معادلة المساسص 0 > 9[ ع - و2[ 


ااا 


22+17 














-- جد معادلة المماس والعمود على المماس للمنحني د نضا 
31 غ1 
<> 1 نت و ع لت ىم 
3-1 
14 
*- النقطة 2,5 اس 
*(-3) “( -3) 7 
ميل المماس 7 4 
- 7- -(/2 
11 ةا | ار 


1 
0 (ميل العمود يساوي مقلوب ميل المماس بعكس الاشارة) 


زم دع) م د ودر 


1 7 
معادلة العمود 0- 37 -ع + 2 ج 2 + +- - 20-35 ج (2- )2 - 5 - نر 


اه 





لاك جد معادلة المماس للمنحني 1 + 7 -تإ عند نقطة تقاطعه مع محور الصادات 


8-0+1-1 
النقطة هى (0,1) 
ْ 1[ +2 -؟و 
ميل المماس للمنحني س- 0-(22-2)0 - بو 
زدعد )م د رار 
(0-)1-0-ب8و 
:أ معادلة السماين 0 -#9-1 


اك 21 جد نقطة تنتمي الى المنحني 5 +بري 4‏ 2 - ()لم والتي عندها المماس يوازي 
المستقيم الذي معادلته 0 -3 +222 + تو 


_- ميل المستقيم المعلوه - بت يل > 
7 معامل( 

-2 

فيل المسعق 0 


ميل المماس 2- - ميل المستقيم المعلوم , لانهما متوازيان 


© 2-4 -(2)مم ٠‏ 
© [ -ع جح( - ع2 ج 2- - 4 - ع2 2 
9 نعوض في المعادلة الاصليه لاستخراج قيمة لآ 
© 5 +(12-4)1دبر 
6 

2 مر 
© 


.. النقطة (1:2) 


اه 





ب اذا كانت الدالة 8 + 6زه + 2 > () ر وكان ميل المماس للمنحني عند 1- -نا هو 4 
وكان المنحني يمر بالنقطة (2 ,3-) جد قيمة 2 , 8 الحقيقيتين . 
<> +ع بتع و1 
4 - )1 , +22 - () / 
6 - وج ىن +(1-)2 -4 


نعوض (2 ,3 ) بالدالة الاصلية 3+6-)6+(3-)-2 
1- 2 +2-9-18 





تداك جسم يتحرك علىخط مستقيم وفق العلاقة 1+ + 7/2 + : -[())كى حيث ([5)4 
تقاس بالامتار والزمن بالدقائق جد موضعه وسرعته وتعجيله بعد (5) دقائق من بدأ حركته . 


-] 


التعويض 1 +(4)5 + (3)5 + *5 - (5)د 

الموقع التبسيط ‏ متر [22 -20+1 +725+75 -(5)5 
الاشتقاق الاول 6+4 + 3/2 - (ع)» -(م) 

( 


الاشتقاق الغاني 46 - (4)و - و - (4)4 
التعجيل ‏ م/«دقيقة)2 6-36+(6)5 -(4)5 





10 


السرعة 2 م/دقيقة 4-109 +30 + 75 - 4 + كنرك + (3)5 - (5)م 


2 يتحرك جسم على خط مستقيم وفق العلاقة 720 + 201 - 2 > (م)5ى حيث يقاس البعد 
بالكيلو مترات والزمن بالساعة. احسب : 


1) السرعة بعد خمس ساعات . 2) بعده عندما تصبح سرعته صفرا. 


5 110 +12-201-(])و 


 )( - 2-0‏ - (1«)4 
(السرعقع» كم/ساعة ‏ 70--25-20 -(5)ا 
ساعة 0-+1ج-20-0 -2(2 
0+(20)10-:102- (10): 


البُعد كم 20 -120 +200 -100 - 05 








اللتتادته يتحرك جسم على خط مستقيم وحسب العلاقة 1 +:2/. -())ك اوجد الزمن 


5 1 ب 
الذي يستغرقه حتى تصبح سرعته ع 


<> رفع الجذر - الاس / دليل الجذر (1 +ع 2) - (م)ه 


06 ك- 1 / 

لاشتقاق 2« سويد )م 
1 

ت(1 +,2) 


1 


البسيط 
72 +غ+2) 








د -(0)” 


1 
بالتربيع 3 - 7(2++2) 
ثانية 4  -‏ ج 9 -[ +21 


9 6 قذف جسم نحو الاعلى عن سطح الارض بأزاحة معطاة وفق العلاقة 76472 - 964 - (2) 5 
حيث ان (4)؟ الازاحة بالامتار ,6 بالثواني . احسب : 


961-727 0 > 


-(0)؟ 
2 - 96 - (غ) ف - (غ)م 
السرعة بعل 2 غاضة مإنا 96-322-32-(5)2 


2) عندما تصبح سرعته - صفر 


74-0 , 96-32 - (ع)م 
96-321 -0 


ثانية فت 77 مويك ةوصووة 
32 





١‏ مشال 27 اذاتحرك الجسم وفق العلاقه 12 + 7187 + 642 - *+ - (5)4 حيث ()و بالامتار» الزمن 


بالنانية , احسب بعد الجسم عن نقطة بداية الح ركه وسرعته عندما يصبح تعجيله صفرا 5 


ئ__ّ 





2 +18 + ,6 - :, - (ع)ى 
342-128 - (م)ى - (م)م 
66-2 - (4)ثا 


ثانية 2 - 12ج 0- 6-12 
2+ + (22-6)2 -(5)2 
بعد الجسم عن نقطة بداية الحركة مقر 32 - 12 + 36 + 24 - 8 - 
8 +(712)2-(3)2 -(2)» 


السرعة متر/ثا 6 - 24+18 -12 - 





[3-6] بعض تطبيقات المشتقة في الاقتصاد 


في الاقتصاد يمكن اعتبار كمية ما كدالة لمتغيرمستقل واحد يمثل كمية اقتصادية فمثلا دالة التكلفة 
الكلية 111121102 60516 40121) وسنرمز لها ([: )0 . وهي داله لمتغير 1 يمذل حجم الانتاج . ويطلق 
على ( :)م داله الكلفة الحدية وسنرمز لها 7100 اما معدل الكلفة سنرمز لها :)لم وتساوي (-)ء 

اما معدل الكلفه الحدية فهي (4©0) 0 5 


0 


مثال 28 لنفرض ان دالة الكلفة الكلية لانتاج سلعة ما 1200 + :60 - 37 - ()ح جد : 
0 (2) دالة الكلفة الحدية. 
() دالة معدل الكلفة . 
(©) دالة معدل الكلفة الحدية . 


(4) حجم الانتاج الذي يعطي اقل معدل كلفة والكلفة الكلية. 














والكلفة الكلية 


دالة الكلفة الحدية 6-0 - زعدا)ث علد( 
0 +60 - :33 _ اه 0-0 
56 56 
دالة معدل الكلفة ا 0 
' فة السيية- 1200 1200 0 0 
٠‏ دالة معدل الكلفة الحدية : -3 | +60-هق ]كك - (عه) ين 
23 1 01 01 
© 
٠‏ لايجاد حجم الانتاج الذي يعطي اقل معدل كلفة نجعل المشتقة الاولى ©4 صفرا 
9 ودود ناه اناي وو لكلو و 
© 7 
© 


0 -1200+(60)20- (3)20 -(20اء 


اله 








تمارين (3-3) © 





1- جد معادلة مماس المنحني 5 +92 + تيرق - 2 - () عند 0 - 


2- جد معادلة كل من المماس والعمود على المماس للمنحني "(3-*) - ( عند 2 - 6 


3 
لاوا سان الى ١‏ 0 +22 - عر - (عد) /ر عند [- دعر 
1 + 6 





4- جد النقط على المنحني 4 + :9 - 3:2 - 67 - (:) م بحيث يكون عندها المماس موازياً لمحور 


السينات . 


5 جد نقطة على المنحني 5 + 46 - 1:2 > (:1) / عندما يكون مماس المنحني يوازي المستقيم 
0 -212-57 


6- جسم يتحرك على خط مستقيم بحيث ان بعده بالامتار والزمن بالثواني معطى بالعلاقة 
8 +22 /. - (غ)5 احسب بعده عددما تصبح السرعة 1متر /ثا . 
7- اذاتحرك جسم وفق العلاقه 7+ 91 + 647 - 7+ - (5)4 حيث اذى بعدهبالامتار,/الزمن بالغواني احسب 
2) بعد الجسم من نقطة بدايه الحركة عندما تصبح سرعته صفراً . 
) بعد الجسم من نقطة بدايه الحركة عندما يصبح التعجيل صفراً . 
8- لنفرض ان الكلفه الكليه لصنع : من وحدات سلعة ماهي جمد +1500 - (0)ء 
جد الكلفه الحديه عندما يكون عدد الوحدات المصنوعة 50. ه 


]1 
9- لتكن دالة الكلفه الكليه 5 +27 - “دم -(ع)ء جد دالة الكلفة الحدية , دالة معدل الكلفة الكلية. © 
© 








[37 ]| النهايات العظمى والصغرى 


غالبا مانصادف فى حياتنا العملية مسائل يستوجب انجازها إيجاد النهايات العظمى أوالنهايات الصغرى 


وكذلك يمكن استخدامها في رسم مخطط بعض الدوال 


تعريف (3-2) 


لتكن (1)/ دالة معرفة على فترة .عندئذ 
1 - يقال ان الداله دار متزايدة (111©1625112185) على الفترة لاي عددين ,2 و را في الفترة 
() > (2) راج كا 2 0 


2- يقال ان الداله () / متناقصة (106125125) على الفترة لاي عددين,5, را في الفترة 


ا 


1 4 
0010 55 116 
| ظ 
ا 0007| 
8 ْ ْ 
يممأ |[ 0ل (ي0)/ | 00 





(ي3) كر > (26) راج يا > ا 


© (ي3) كر< وبع “راح يع > ب 


تعريف (3-3) 


لتكن ؟ دالة ‏ ,ع عنصر في مجالها فأن النقطة ((1:,/)1) تسمى حرجة جه 0 - (:) او 
أن الدالة 1 غير قابله للاشتقاق عند ,<< . 


الااأننا سوف ندرس النقاط الحرجة التى تكون عندها الدالة قابلة للاشتقاق وقيمة المشتقة عندها 


تساوي صفرا . 


تادامك جد النقاط الحرجة للدالة 6 +32 - ثير - (عد)ر 


ئ,]_-_ 





اشتقاق 3 رق - (د) ث/ 
جعل المشتقة - صفرا 0 -()/ 
حل المعادلة 1 +-< جد[- تيرج 2-7-0ر جح 3122-3-0 
ايجاد النقط (1,4) < 4 - 6+( )ة - :1< (1)/ 


6+زتحاقد- زن) دريع)ر 
(7,8-) ج 8 - 1+3+6- ع 
النقاط الحرجة (7,8[,)7,4-) 


لايجاد النقاط الحرجة لدالة معلومة 


1- نجد () / 
2- نجد قيم << التي تجعل 0 - (:)/ إن امكن 
3- لكل قيمة للمتغير عا حصلنا عليها من (2) نجد (:3) / - 2 وبذلك نحصل على النقاط الحرجة . 


"2 





- 0 لكل من الدوال الاتية جد ان وجدت النقاط الحرجة ومناطق التزايد ومناطق التناقص 


1 4+3 -_2 - («ار 


ههه جد () 20-4 -(0)/ 
نجعل 0 - 


(-)/ 
2 - < ج ( - 4 - 212 .. 
نجد احداثيها الصادي لا 
1- درج 3 +(22-4)2 در - (2)/ 
.٠.‏ النقطة (7-,2) هي نقطة حرجة 
ولايجاد مناطق التزايد أو التداقص نعين اشارة ()/ وذلك بالاستعانه بخط الاعداد الحقيقيه بالطريقة 
الاتية : 
نرسم خط الاعداد ونعين عليه قيم )2١‏ التي عندها نقط حرجة وعندها ينقسم خط الاعداد الى 
مجموعات. 
ثم نختار عنصر من كل مجموعة ونعوضه في (:د)/ فنحصل على اشارة (3)/ في تلك المجموعة 
التي اخترنا فيها العنصر . وفي هذا المثال ناخذ عدد اكبر من (2) ليكن 3 -3 ونلاحظ ان اشارة (3) ل 
موجبة فتكون 0 < (6) ث/[ لكل2  <‏ . ... الدالة متزايدة في هذه المجموعة. 
ونختار عددا اصغر من (2) ليكن 8-1 نلاحظ اشارة (7)ثر سالبة ايان 0 > (غد)/ 
لكل 0 > :د . .. الدالة متناقصة في هذه المجموعة. 


00000 2< 2 2 > 006 4 
لاحظ الشكل : ست :من لتحت  --‏ اشارة زبوار 


1) الدالة متزايدة في [2 < ,: 21 + : 6 الاب دنا 


2) الدالة متناقصة في 21 >1 12 1: 1 


ولد ايودة فق - ()/ 
نجعل 0 )م 
1+ -جع جد[ - تير ج00 - 312-32 
0 -2+(3)1- :1< (1)ر 
2--)3- :(17-) -(1-ار 

4 - 2 +3+[- -ح- 


0 النقاط الحرجة (1,4(,)1,0-) 





نرسم خط الاعداد ونعين عليه [- :2 ,الدع 


[<2 [ > 1 >[ - [- >عر 
وده سويد .1 بد لحب دع ب هيبي : 
اشارة () ير ايد )قحب ايو 
الدالة متزايدة في 1< دبك :11 


2 :3 619 > -1| 


الدالة متناقصة في الفترة المفتوحة (7,7-) 


83 (2- )2 (ها2 


جه (1-) (-3)2 


1 

0 - *(-3)2-ج- 0د( 

2 - رج 0- بج -2 ج-0- (-2) جه 
0- '(2-2)-(7)2 


5 





5 


/ 
/ 


.“.النقطه (2,0) نقطة حرجة 


/ 2< عن 2 2 >1 
اشارة 00 :11 ا ل اا 


العو عع نو رار 
2١‏ عع 21:26 


نلاحظ الدالة متناقصة في 











ايجاد النهايات العظمى أو الصغرى 

1) نجد النقطة الحرجة ان وجدت كما مربئا سابقاً , [اذا كانت الدالة لا تمتلك نقطة حرجة فليس لها نقاط 
نهايات عظمى محلية او نقاط نهايات صغرى محلية ] . 

2) نعين مناطق تزايد الدالة ومناطق تناقصها ان وجدت . 

3) اذا كانت الدالة متزايدة [اي اشارة المشتقة للدالة موجبة] قبل النقطة الحرجة ومتناقصة بعدهاء [اي 
اشارة المشتقة الاولى للداله سالبة بعد النقطة الحرجة] فالنقطة الحرجة عندئذ هي نقطة نهاية عظمى 

4) اذا كانت الدالة متناقصة [اي اشارة المشتقة الاولى للدالة السالبة ] قبل النقطة الحرجة ومتزايدة بعدها 
[اي اشارة المشتقة الاولى للدالة موجبة بعد النقطة الحرجة ] فالنقطة الحرجة عندئذ هي نقطة نهاية 
صغرى محلية. 

5) اذا لم يحدث تغير في اشارة (3)/ مرورا بالنقطة الحرجة عندئذ الدالة لا تمتلك نقطة نهاية عظمى 
محلية او نقطة نهاية صغرى محلية . وتكون النقطة حرجة فقط . 


مثال 31 اذاكان 7+*9 - 2ير 3‏ * -[()ر جد نقاط النهايات العظمى والصغرى ان وجدت 


9 9 -جه - ترق - (عد)/ 


#7 


نجعل 0 -(ع)ر 
0 - 2-3 - :رج 0 - 62-9 - :3 
0 -(7+:)(3-«)ج 
[1--2ر,3 دع 
47- (3)3-:3 -(3)/ 
0 -27+7 -277-27 - 
الدريعاطب عاق (بدا دز دار 
3+9+7-02-[1-- 
نقاط حرجة (1,12-),(20-,3) 


1 








ا 3 3 >2 > [- 


اضارة (ر) مر ل ل 


الدالة متزايدة في ]3 > درك عد : 113 
1 > 611 2 : 0 
ومتناقصة في الفترة المفتوحة (7,3-) 


. نقطة نهاية صغرى (20-,3) 
. نقطة نهاية عظمى (7,72-) 


لكر لعكن 22+7- 2 -()يم جد نقاط النهايات العظمى والصغرى ان وجدت. 





<> جه - قره - زرا 


1 )(- 0 

0 - + - ثير ج 0( د يرل - ره 

0 - (1+)(1-<)ء جح 0 -[1- راعج جه 
[-- :2 ,[ - ع0 دعر 

1-1 + (2)0 -04-(0)/ 
 +1- 0‏ (2)1-*1-(1)/ 
0- اند *[1ك)ة- “عاد ررد )زر 








الدالة متزايدة في ايد 1[ عن 1 

وفي الفترة المفتوحة (1,0-)20 

الدالة متناقصة في اك > بدنج ع : 11 

وفي الفترة المفتوحة (2000,1 
٠“‏ النقطتان (1,0[:)1,0-) نهاية صغرى محلية 
(0,7) نهاية عظمى محلية 


د لتكن (د+ه) ثم - (د)ر جد نقاط النهايات العظمى والصغرى ان وجدت. 


1 )>( 

ثيه + 122 - () / 

)* +3-) “يرل - )12 

نجعل 0 -(2)/ 
0 ح- )1 + 3-) 4 


0 -ع ج 0 - 2ر4 

3 - 2 ح 0 - 2 + 3- 

نعوض في المعادلة الاصلية 0 -(4+0-):0-(0)/ 

نقطة حرجة (0,/0) 7ه زقسه] 37د رام 
نقطة حرجة (27-,3) 


ا ل لي لت يت 0 


© 
لك © . 1 
الدالة متزايدة في ديد ددنت 
© الدالة متناقصة في (0 > تنك + : 11 
© وفي الفترة المفتوحة (2000,3 
6 


النقطة (27-,3) نهاي صغرى محلية 
النقطة (0,0) نقطة حرجة وليست نهاية 


الدالة لاتمتلك نهاية عذ 
- 











ات 


اذا كانت 5 + يرم + 67 - ()ثم لها نقطة نهاية محلية عند 7 - ع جد قيمة (2) وبين نوع النهاية. 


جه 005 


3- - مج 0- مب :(3)17 جه 0-(1)م/ 


لمعرفة نوع النهاية 3-0- ترق ج 3 - ترق - (عد) كر 
1+- ع جد[ - ترج 
٠‏ النقطة الحرجة (1,3) 3 - 5+(ر)ت- :7-(1)/ 
5+(3)1- (تد) د زتد)/ 
النقطة الحرجة (1,7-) 7 1ت 
ٍ [< عن >> لد و - 6آت> نر 

إشارة () م و ا ل للش خططته 
الدالة متزايدة في [1< دزهك :111 


[1- > درجء :201 
الدالة متناقصة في الفترة المفتوحة (1,7-) 
“. النقطة (1,7-) نهاية عظمى محلية 


النقطة (7,3) نهاية صغرى محلية 








متاك 35 
اذا كانت دط+ ثعره - (ع) /ر وكانت (*) / تمتلك نهاية محلية عند النقطة (2-,7) فما قيمة كل 
من 12ح ,8 ومانوع هذه النهاية ؟ 


<> تدط+ ثعه - (ع) ر 
1- نعوضهافي (ب)/ 0 
النقطة (2-,1) تحقق معادلة الدالة() 6 


()م+ '(1 )مع 2 جد عم+ ته - زد 


وأخرج 
نعوض باحدى المعادلتين ولتكن (1) 


تصبح الدالة (عد) كر 
0-3 د ز(عار 
1[+-« < 0 -(2)م ج 22-3 - (ع)ر 
اشارة (6د)/ 200 





الدالة متزايدة في |7 < ,ن :ج][ح عر : رأ وفي (1->2«, 1 2 : 1] 
الدالة متناقصة في [[ > عر > 18-1 © 6د : :3] 
“. النقطة (2- , 7) نهاية صغرى محلية 





اه 








1- جد نقاط النهايات العظمى أو الصغرى المحلية لكل من الدوال الاتية : 


زد ”ودر اررة 
د - (د) ززم 
(7حع) - زدا ره 


2- اذا علمت ان النقطة (2,1) هي نقطة النهاية الصغرى المحلية للدالة “(5 -*) + © - (:3)/ . 
فجد قيمة كل من 28[ جح 3,5 ٠.‏ 


3- اذا كانت النقطة (1,4) نقطة حرجة للدالة “عوط + عم + 3 - (2) / فما قيمة و ره وما نوع 
النقطة الحرجة ؟ 








[3-8] التقعروالتحدب ونقاط الانقلاب 


نقطة الانقلاب : هى نقطة تنتمى لمنحنى الدالة ويتغير عندها المنحنى من حالة تحدب الى حالة تقعر 
أو من حالة تقعر الى حالة تحدب . 
لمعرفة مناطق التحدب والتقعر 


تعريف (3-4) 

اذا كانت (3)/ - 7 دالة قابلة للاشتقاق حتى المشتقة الثانية فان: 

1) يكون منحني الدالة (:3)/. محدباً في فترة مفتوحة اذا كانت 0 > (مر) / 

2) يكون منحني الدالة (:)/ مقعراً في فترة مفتوحة اذا كانت 0 < (غ) [ 

3) كل نقطة انقلاب تكون المشتقة الثانية عندها تساوي صفر أو غير معرفة. 
الااننا سوف ندرس نقطة الانقلاب التي تكون عندها المشتقة الثانية صفر. 





ولايجاد مناطق التقعر أو التحدب ونقطة الانقلاب نتبع الخطوات 
1 نجد (:<) /[ 
يم 0 -( )كر ونجد قيم >< التي تندمي لمجال الدالة . 
© 3) نحدد اشارة ( 010 باستخدام خط الاعداد الحقيقية . 


4) تكون النقط التى تنتمى لمنحنى الدالة والفاصلة بين مناطق التقعر والتحدب هى نقاط الانقلاب . 





الكلات جد نقاط الانقلاب للدالة 2 + 6ه - 62 - ()/ ان وجدت. 
<> 2 +42 - 2ع د زر 


لا توجد نقاط انقلاب لان المنحني مقعر في 18 


امد لعكن 2 +32 - :2 - ()/ جد نقطة الانقلاب. 


)0,2( 


منطقة التحدب (0> دبج :1 
منطقة التقعر (0< درج :ما 


... (0,2) نقطة انقلاب 








لكل من الدوال الاتية عين ان وجدت نقاط الانقلاب ومناطق التقعر والتحدب : 


5ك جعه - 222 - (د) 17 
تدوز كدري اكرزة 

32 - أ - (ع) 3(7 

د - («) 407 

5(/)( - )+- 2 +3 


و 3 + 
سس وال 
2 


6(/)<( - 


نك | حل 


7 +32 + 327 + © - (ع)/(7 





[ 3-9] رسم الدوال 
لكي نرسم اي دالة نتبع الخطوات التالية : 


1) نجد نقاط التقاطع مع المحورين ان امكن . 

2) نعين مناطق التزايد والتناقص ومنها نحدد نوع النقط الحرجة. 
3 نعين مناطق التقعر والتحدب ومنها نقط الانقلاب . 

4) نجد نقط اضافية اذا احتجنا اليها. 


0 8 ارسم منحني الدالة 3 + 2ك + 7د > (:) ر 


هه 3 +4 + تو - (عد) ر 


1 التقاطع مع المحورين 
نعطي 0 دير ١‏ تقاطع مع محور الصادات ). 
3 -3+(4)0+:0-(0)/ 
نقطة التقاطع (0,3) مع محور الصادات 
نعطي 0 - (6)م (تقاطع مع محور السينات) . 





3-00 نديرة جه بدي 
0 -(7+:)(3+م) 
[-- :2,ق- حد ور 
نقاط التقاطع (1,0-)(3,0-) مع محور السينات . 
4 +2 - () / 


4- 
ل 


7--3-4-8+3+(2-)4 + (2-)-(2-)/ 
نقطة حرجة .. (2-1-) 





2< 227 2- >1 
عرو ا جح وو اعم حي 
3 


منطقة العرايد [2- < دريوع + : ي] 

منطقة التناقص [2- > دريرع دنج 
:. النقطه (1-,2-) نهاية صغرى محلية 

/)(-2  )#:( نجد‎ 


الدالة مقعرة فى مجالها و لا توجد نقاط انقلاب 





57 مثال 39 ارسم منحني الدالة «37-د- )1 


ئ_-_ّ 


© 

00 32 - ثم - (عد)ر 
0 ا (3)0- :0 -(0)/ 
٠. ٠‏ نقطة التقاطع (0,0) 

© نعطي 0 - [:د) / 

© 


3 -ج او 0- م ج0 - [3- تد)د ج 0 - بق - ثبر 


٠. 0‏ نقاط التقاطع [3.0/-)(0,0()./3,0) 








2) نجد النهايات العظمى والصغرى 
3 - تق - (د)/ 
نجعل 0 - (د)/ 
17 -2ج 3123-3-0 
نقطة حرجة ‏ (2-,) ج- 2- -(1)/ < (3)1- :1 -(1)/ 
نقطة حرجة (1,2-) ج 2 - (1-ام جد (1-)3- (17-)- (1-)ر 


0 [<عن 1 [ >« < [- 7 1ع ون 
اشارة (د)/ بجحو جرع ع عد مد مل دحك 7ه مه ساق أذ ا ا ب ام ب ارت 
ُ. الدالة متزايدة في 711 د د 11 


1-> © 2: 2 
الدالة متناقصة في الفترة المفتوحظ[1,1-) 


“. النقطة (2-,1) نهاية صغرى محلية 
النقطة (1,2-) نهاية عظمى محلية 
3) نجد نقاط الانقلاب 6 -() 1 
0 - (ع)ر 
0 -ع ج ( - 61 


/)0(-0-)00( 


5 56 ا الام 
. حج- - ---_- ---- سس | سس يج 
0 ايأ 0 
0000 حدب 
معاطق اله (0 < بورع :ا 











١‏ مثال 40 ارسم منحني الدالة 7 - '(7+ع) - (د)ر 


ئ_-_ 


1- '(1+ع) -(2)/ 


1 نقاط التقاطع 
نعطي 0-, 0 -1- *(1+م) -(0)/ 
نقطة التقاطع )0,0( 
نعطي 0 - (3)/ عه زد يسراد ودار دوا 


© 2) نجد نقاط النهايات 


7 [- < نر [- [- > 
الدالة متزايدة في مجالها شار رك عع دف ااا تحني 


اه 


© 
ورلدرك] بتطاسرية 
© 
© 


تزجبر جر 





3 نجد نقاط الانقلاب (1+ه)6 - )م 


© التقطة (1,21-) 
[-<2 _- [- هير 
00 / + م ل م هيدر 20 
مص 555050006 
منطقة التقعر [1- < دراك :را 
منطقة التحدب 


1 > 1 2 : د 


نقطة انقلاب (7-,1-) 














بالاستعانة بالتفاضل ارسم منحنى الدوال التالية : 


د - ع6 -4 - (عد) 111 
“دعق - () 207 
'(1-+) - ()/(3 


لا ضرورة لايجاد التقاطع مع محور السينات 1+ 2ر2 سثير - (عد) /(4 





[3-10] تطبيقات على النهايات العظمى والصغرى 


ان للرياضيات دورا مهما في الحياة العملية فكثيرا ما تصادفنا مشكلات نحتاج فيها اكبر قيمة اواصغر 
قيمة لدالة ما . مثل معرفة اكبر مساحة او اقل زمن او اقل تكاليف تحت شروط معينة لحل هذه المسائل. 


مالا حظات حول حل هذه المسائل 

1- في الاسئلة الهندسية . نرسم شكلا توضيحيا ثم نعين الرموز الجبرية لتلك المتغيرات . 

2- نكتب القانون المتعلق بالسؤال واذا كانت المتغيرات اكثر من واحد عندئذ نلجأ الى ايجاد علاقة بين 
هذه المتغيرات . 

3- نجد النقاط الحرجة بايجاد (3) /. ثم نجعل 0 - [:أم ونفحص المشتقة كل ما امكن ذلك. 


1 41 جد عددين مجموعهما يساوي 20 اذا كان : 


8) حاصل ضربهما اكبر مايمكن. 
) مجموع مرد بعيهما اصغر مايمكن . 


ئ_ّ 


2) نفرض العدد الاول - 2 


العدد الثاني - لآ 
حاصل ضرب (د - 77 9 
60 سر 
© 
229 000 20-1 د بر + 20 د نر +1 5 
نعوض (2) في (1) د - 20 - م ج (مر- 20) - م« .:. 
20-22 - زر © 
نجعل 0 - 71 © 
© 


2 
2-0 - برج 0 - :20-2 
0 - 20-10 دنر 





وللتأكد من صحة الحل ندرس 00 


0 


اشارة )بر متتس ل سم 


الا 0 


ترج تعر در 

(د-20)+ 2 دم 

تبر + 40 - 400 + تعر - ([ 

0 + :40 - 2:2 - رم[ ج 

0 - 40 - جه ج 40 -ير4 - 1 
العدد الاول 510 


العدد الخاليي. .بر ري و ربب اد 


اشارة م/ 0 ا 


نهاية صغرى 


د جد ابعاد اكبر مستطيل محيطة 40 متر . 





محيط المستطيل - (الطول + العرض) 2 











0 - بر +ع ج 40 - (م +)2 

20-2 دنر جل 

و11 في (2) («- 20): - ور 
تعر - :20 ح ور 

0 - 22 -20 جح بر2 - 20 - ر 

متر 10 عر جل 


متر 10 - 20-10 - بر 


يبد 


اشارة 777  -‏ ل ساي 


اللي ال 


بد 
من مستطيل محيطة 120[67) قطعت منطقة على شكل نصف دائرة ينطبق قطرها على احد الضلعين 
الصغيرين للمستطيل ماابعاد ذلك المستطيل لكي تكون المساحة المتبقية بعد القطع اكبر مايمكن؟ 


ئ__ّ 





نفرض طول الضلع الصغير للمستطيل -21 
طول الضلع الاخر - 


22 


© © © © © © 
5 








مساحة المستطيل - 210 


المساحة المقطوعة - مساحة نصف دائرة نصف قطرها (,ر ) 


1 
“. المساحة المقطوعة - 73011 


27 
0 ملل 2بيوخث - 228 - 171 
'.' محيط المستطيل 0 ح- (ر +:2)2 ٠.‏ 
9 0 60-287 ح بر ج 60 - رر + :21 
11 
نعوض (©) في (1) أدج - (ن2 - 2:60 - م« 
11 
#ر حت #هير4 - و20 1 - ور 
7 
22 / 
1 --- 2ق - 120 - 11 
7 
شرب طرش العادلة فى 27 0 
بضرب طرفي المعادلة في ( 7 ) 0 - بدح عرق - 120 .:. 
0 - 222 - 56 -8540 
ا ل 0 
13 
© 
© “. طول الضلع الصغير - 2 
. 280 
© 13 
5 طول الصلع الكي. يروك 60-36 
5 2 
60 0 280 _ وم 


173 73 





لاقت جد العدد الذي زيادة ثلاثة امثال مربعه على مكعبه اكبر ما يمكن . 


<22ك د سدء 


ثلاثة امثال مربعة - 3167 
مكعب العدد - 1 





أر- 2ر3 د ور 
3 +0 - 3:2 - 6م ج 2و3 - ,6 - إرر 
0 - (+ - 2): ج 0 - 21-2 


يهمل 1-0 
العدده 2 1 


2 0 
110 1ه*«*ظ+غ22 


2-2-2 ا ا ا 0 
نهاية صغرى 


د 
يراد صنع حوض على شكل متوازي مستطيلات بدون غطاء قاعدته مربعة الشكل وحجمه *864(71) 
اوجد اقل مساحة من الالواح يمكن ان تستخدم في صنعه. 


جه نفرض طول ضلع الحوض - 5 


© 

ارتفاع الحوض . - لآ 5 
المساحة الكلية - المساحة الجانبية + مساحة قاعدة واحد (لانه بدون غطاء) 

المساحة الجانبية - محيط القاعدة < الارتفاع 9 

المساحة الكلية - 12 © 

600 مع م 33 + و4 <- م © 

© 


حجم المتوازي - مساحة القاعدة لا الارتفاع 


2 
207 درم[ 

















504 
نعوض (2) في (1) صل الات 
تر + 1 (4)864 - / 

2 + 2د (4)864- - (/ 


/ 











بعل 0 - 1 
(4)864- 
0ح يور حت 
08- 5 
0 - 2 + سير حو يوب لاد 
ل ل 
نضرب طرفي المعادلة في 7 8 - ير ج 0 - أي + 1728- 
01 1-1 
8104 864 8564 
7 25س املس للد در 


ً + رور4 ح [ 
(12)+ 6د( 4)12 - ,ا 


432 - م 
انه جد اقل محيط ممكن لمستطيل مساحته ( 2د 100 ) 1 
1 
© نفرض بعدي المستطيل : 112© لآ وا 
© نفرض المحيط - "1 
. ان (2)2+3(.......)1 دامر 
95 من المساحة ؛ 0 - 0 
ٍْ 100 
علاقة دنر ح 





نعوض في (1) ولك و وهر 
ل 





(د+ 2)100235 - 
2 
الداع وي لات راس 
1 1 01 
نجعل مه ١‏ المشتقة عند النهايات - 0 ) 
0 
2 
هد 5 
1 


7 مح نر جل 
.”. المحيط في نهايته الصغرى عندما 10 -( 


2 77 


(2)10+10 -8 المحيط 
7 - 


لك 7 اذا كانت دالة الكلفة الكلية لانتاج سلعة معينة هي 1 
0 + :6 + دي - (م)ء 
جد حجم الانتاج الذي عنده يكون معدل الكلفة اقل مايمكن . 


-_ 





نجد معدل الكلفة 





© © © © © © 
ا 
حر 
ملك 
ي- 
ب- 
- 
اح 


عندما 30 ع فان القيمة الصغرى لمعدل ا لكلفة 
تحصل عندما يكون حجم الانتاج 30 وحدة 








1- جد عددين مجموعهما 15 وحاصل ضرب احدهما في مربع الآخر اكبر مايمكن . 
2- ما العدد الذي زيادته على مربعه اكبر مايمكن ؟ 


3- جد عددين موجبين مجموعهما (15) وحاصل ضرب مربع احدهما في مكعب الاخر اكبر مايمكن. 


4- جد عددين مجموعهما 10 وحاصل ضرب مربع احدهما في مربع الاخر اكبر مايمكن . 
5 قطعة ارض مستطيلة الشكل يحدها نهر من احدى جهاتها جد اكبر مساحة من الارض يمكن 
تسييجها بسياج طوله (100 ) متر. 
6- حوض على شكل متوازي مستطيلات بدون غطاء قاعدته مربعة وحجمه *108[77) جد ابعاده بحيث 
تكون مساحة الالواح المستخدمة في صنعة اقل مايمكن . 
7- اطلقت رصاصة الى الاعلى وكان ارتفاعها (133) متر في نهاية ]من الثواني بحيث ان 7] 16 -] 224 - 71 
احسب اقصى ارتفاع تصل الية الرصاصة . 
8- نافذة علي شكل مستطيل يعلوه نصف دائرة بحيث ينطبق قطرها على احد ابعاد المستطيل فاذا كان 
محيط المستطيل110 (8) جد ابعاد المستطيل لكي تكون مساحة النافذة اكبر ما يمكن. 
© 
ى 9 افي ورشة للتجارة يراد صبع صتدوق من الخشب على .شكل متوازي السطوح قاعدته-مربعة الشكل 
© بدون غطاء . جد ابعاد الصندوق لكي يكون حجمه اكبر مايمكن علما ان مجموع محيط قاعدته 


6 وارتفاعه «90(7) . 


. 0- اذا كانت دالة الكلفة لانتاج سلعة ما هي : 40 + + دح - ()ء جد حجم الانتاج الذي يكون 
4 


عنده معدل الكلفة اقل مايمكن . 











التكامل 
11 
| 4-1] عكس التفاضل 
[4-2] قواعد التكامل غير المحدد 
[4-3] بعض تطبيقات التكامل غير المحدد 
| 4-3-1 ] التطبيق الهندسي للتكامل 
[4-3-2] التطبيق الاقتصادي للتكامل 
[4-4] التكامل المحدد 


[4-5] المساحات تحت المنحني 5 
[4-5-1 ا[ المساحة المحددة بمنحني دالة ومحور السينات © 
[4-5-2] المساحة بين منحني دالتين 4 


ا هق 





[4-1] عكس التفاضل 
توجد في الرياضيات الكثير من العمليات العكسية , الطرح عكس الجمع , القسمة عكس الضرب» 


والجذر عكس الرفع حيث ان كل منها تزيل تأثير الاخرى . 
وفي هذا الببد سندرس عملية عكس الاشتقاق وتدعى عملية التكامل ولتوضيح ذلك : 


ليكن 25 - () 1 و- يد رع 1 
2 - ون 6 كح 2--(58) 1 


2 - (3) 1 ج 2-7 -(8) 1 


2 - رن 6 دن بتع د رسن 1 


حيث غ1 ح ي) عدد ثابت 





الشكل (1 -4) 


نلاحظ ان مشتقة كل دالة من تلك الدوال تساوي 23 . والتي تمثل ميل المنحني عند كل نقطة من نقطه. 
ان عملية ارجاع هذه المشتقة الى الدالة التي تم اشتقاقها تسمى عملية التكامل . 





يقال للدالة (3) "1 انها عكس مشتقة للدالة (3) 1 فى فترة معيئة 11 


اذا كانت : )1 - رن ]1 على الفترة المعطاة 
واذا كانت 8 »ع , »ع + رع 7 - 22200 حيث © عدد ثابت 
فان 4د ين 1د ون © 21 ع ع 7 


وبذلك يكون () © هي ايضاً عكس مشتقة(16) 1 وبذلك نستنتج ان هناك عدد غير منته من الدوال 
كل منها عكس مشتقة (7) 1 . بعد هذا الموجز نقصد بعكس الاشتقاق عملية ايجاد الصيغة العامة للدالة 
التي اعطيت مشتقتها . ويرمز لهذه العملية بالرمز ( | ) ونعبر عن عملية عكس الاشتقاق للدالة )1 


باستعمال هذا الرمز بالصورة: 


© + و2 دعل عن 1ل 


وفي هذه الحالة يقال ان الدالة (*3) آقابلة للتكامل بالنسبة الى اي ان 36 (3) 1 ] موجودة 








فاذا فرضنا ان ذا - (2) 1 فان القن .* -()1 حيث ‏ ( 1 11*22 
1 +11 

205 ونم مدو 

كرد 2ت 


+ 5 00 1+1 
© ثابث حقيقي ‏ 1- 2 11 , اال يل ين 
11-1 








| 4-2] قواعد التكامل غير المحدد 
اذا كان كل من دك رد 4 ] ٠‏ »دك رع ع ] موجوداً على [2,5] والثابت 12[ 6 ع فإن: 
حل 1 لء دعل وى كىء ل 1١‏ 
حل رس ع أ + حل ون [ دعل روم ع + ص 1 1ل 2 


111 م 
11-1 .و ع ا “كلل دهجل رس ع “رو ؟ ] ] 35 
1 +11 


د جد كلا من التكاملات الاتية: 


<> حل [ 5 دعل رتسي | 3 -جل رز 5+ 3*2 ل 1 
3 


1 
© + م «فنك 5 
1 3 


- 23 + 5 + © 


عل 3١‏ - 22+ 32 - 83 2 2[ عل و(19)2-3 +322 | 2١‏ 
تل | 3 - عع | 2+ جل 2 | 3 - جل "* | 2 - 


اع 27 27 2 
ال ون روي خرف كل وده 
ال عن 4 








© ع +3 - رب تر فط - 
© يمكن ان نكامل مباشرة كما في الامثلة اللاحقة: 
ف 1 

9 حل 1 - 323 تل عه 0-1[ 39 
9 1 3 

3 2 
6 2 1 3- 7 د 
© 3 2 


© +2 - 2 7 9 ا 





تحليل عامل مشترك جو (8- م )حيدق وه كر ا 5 
5-29) 2-2 


تحليل فرق بين مكعبين عن (254 1ر2 ديع 1 
(2-) 


حل عه ع2 متسر 


حل 3ق 75 تسل -عدك 2« ث7 + ته |[ (5 


1 
3 

6 3 
7 اشسشة اكه 
6 3 


4ر3 1 
© +795+) تك 
8 


تل ودع 592 +دعه4 تو زر موق ل كحم ]| :6 
7 م 4:2 - 20 


تل 5١ 2 ) 22-4١‏ به تن ل 5 0 


((5 +4 -822) 1 
7١ 2‏ لابب تم . سد مد 
1- 2 


1- 
+ للسلسلا-اا-ل دش 
(2282-4+5 





1- 3 
جل تمد كوك - 5ل 22 متحت | 7 


8 ير - 5 /,5 
بحري ح ليون تمه 2 1- 
يت 3 - 5 بمكحم كد 
ا 7 عل 4 -) تركس - 5ل 1 
غ0 
5 - 
6 1 
2 4 
5 


استخراج عامل مشترك 436 2« 3-5 7#[ -<ل**38-5, 3[ ر8 


دح و1 ٍِ 
تل ع 27 5 - 3) [ - 


2 1- 
حل رقة -) ترمد 135 لد - 


4 


23 5 
للست للك 


_ ل 
3 
خم 5 د مق َك 
: َ 1 
ول مكل الغرين عق ثروه + 2-142(  -‏ تكتكل ‏ 1 رو 
دري خفائقية 9 + :ج14 - نج /. 5 
© 1 
202006 27 2-7)] 7 
0 (8-7)] ل[ 
© 2 
حل 7(5-عن ( - 
© 3 
5 
5 7ل 
3 
٠‏ 3 


5 5 


3 


)8-7(3 + © 





ا د 2 2 
تحليل فرق مربعين عن 16- (32-4) 1 (10 


م 


5 ا 1ت 151 1 


2و 


عو 35 «قسلات 1م - 
2 


- | 352-8١ )3( تل‎ 


- ( 922 - 24١ حل‎ 


3 
_ 3 247 


> + 24 - تج 3 - 


حل 2 +-327+-22/ 1 (11 
تل | 22+327+2/ - 


© +(2.)7 +22+32 ا د 


حيث 2 + 32 +22/, يعتبر ثابت بالنسبة للمتغير :2 








حل 3١‏ + ع4 - تتدق ل[ (1 


حك ر5 د [32-1١‏ (2 


حل >1 + عن /,ل[ (3 


307 
5 لس همات 


213 ا 5 


1 +22 -23 1 و5 


تل 
5 
نه 2322 6:2 
1 +62 + تو/ة 
© 2 3 
تل 2-2 1 
© 3/2 
© 
64 + ع:16 + 2ع .5 
© 
© 


2111111000000 


حل ”32 - 5/220 | 


عه رطر+ 3 [ 


23 1 77 
متخ( 
-2)19 


4 
7 كك سك 


2+ 2 


حل 4 + تع زر 


حل 4١‏ + تلمع ( 


9) 


10١ 


11١ 


12١ 


13١ 


14 


15١ 


16١ 





[4-3] بعض تطبيقات التكامل غير المحدد 


تعلمنا ان : 
0 © + م7 علص 1( 


حيث ()6©7-1+() 1) , »ع ثابت حقيقى ولهذا الغابت اهمية كبيرة فى تطبيقات عملية واليك 
بعض هذه التطبيقات : 


[4-3-1] التطبيق الهندسي للتكامل 


7 مثال1 


اذا كان ميل المنحنى عند كل نقطة (227) من نقاطه هو (1 + 222 --332) جد معادلة المنحنى الذي 
يمر بالنقطة (253) . 


<> لقد ذكرنا في الفصل الثالث ان مشتقة منحني تمثل ميل المنحني في النقطة ([1) . 
عل ون 4 حو 
تك 1١‏ +2 -322) [ دعو 


6 22 + تع - تج درو 


© 

© المنحني يمر بالنقطة (2:3) » فهي تحقق المعادلة 

3- 8- 4 + 2+ © © 
©»--3 


2-3 +2 ةد لإا 


© 
.٠‏ معادلة المنحنى 
© : 
© 





قله 


منحني ميله عند اية نقطة (7[ و3) يساوي 9 + 2/جر . جد معادلته اذا كان يمر بالنقطة( 7‏ 0) . 


<>ه حل 9 + بع إزدر 


1 1 
تل 279) 28+72 كر 





35 
02 2 
277 ان . 1ب 
3 2 


2 


+ 3و9 بتع م 


'. المنحني يمر بالنقطة (7 و 0) فهي تحقق المعادلة 2 -» ده + ”9 + 7-270 


0 معادلة المنحني 2 3 كم 
ب 
جد معادلة المنحنى الذي ميله عند اية نقطة (72517) من نقاطه هو 4 - 21 وكان للمنحنى نهاية 
صغرى قيمتها (3-) . 
بما ان للمنحني نهاية صغرى: 6-0 
3--23987 2-2 2ك 2-4-0 ٠‏ 
.٠.‏ 29-3 ) نهاية صغرى للمنحني فهي تقع على المنحني ه. 
بتعويض (29-3 ) © +عر4 - تع درو ج يرل 4 -222) | دو 5 
© 
٠0 -3-4-8+ >‏ 
1[ -»ع .'. 
© 


.'٠‏ معادلة المنحني هي : 1 +4 2 دو 





جد معادلة المنحني الذي ميله عند اية نقطة (7077) من نقطه هو 32-12-2 وكان للمنحني نهاية 


1--خ,2-< 1-0 +* 2 -ج) ج-2-0 -ع تع 





5 109 فهاية عظهى نشهظ تسكن اممف 011 70 


© +21 - 2ت كدر 
ن 1.00 1 1- 
بالتعويض ( 50 1-) م حر ك0 
ب 
6 
2 معادلة المنحني 8 23 مكدر 
0 0 





مثشال 5 جد الدالة التى تحقق : 2 -122 - 1 
: 57 


<> حل :2 - 122 | توج 2 -122 -1 


1< , 7982-5 اع +ج48-2 درو 


5- ل علد النقطة 1:2(9). 
تل 


أت 





4-3 - نوج 3 - ىن جدن +2 -4 - 5 : 


تك 3١‏ +2 - تعيك4 | دعو 


7-2 5-1 ع +32 بتع كو دو 


1- ديه جحي + 3 + 1 - 1 -2 ... 


3-1 +2 جردو 





(تاح0 


جد معادلة المنحنى الذي مشتقته الثانية (67) والذي يمر بالنقطتين (6 5 1) » (56و1-) . 


<> +382 در جعل ع0 [ در دعم در 


نت بدن + ته دو ج جل وى +382 | دو 





نعوض النقطة )1١6(‏ حون +17 -6 
600 مكح باع 6 -5 
نعوض النقطة (6 و 1-)- يعاعيع- 1 دح 
أن 0 © +© - م 
600 ووو باه 6 -5 


بالجمع 


6-ن ج بن 12-2 


وبالتعويض في () -> 1- - ,© 


.٠.‏ معادلة المنحني هي : 6 + 2 - تج رو 


” مثال‎ ١ 
اذا كان ميل منحني عند (2677) هو 32 - 3 وكان المستقيم 0 -4 - بآ - 9 مماساً عند‎ 
جد معادلته.‎ .)1559( 


ئ]__ّ 





3 -2ة - أو 


من المستقيم 0 -4 - بو - 9 > 9- 0 - م510 الميل 


2 -2 ج-:9-22)1-3)12 5 


حل :32 -12) [ دو جد 3 -ع12 درو .:. 





مجموعة منحنيات © + 3ر6 درو 


نعوض النقطة (55 1) -» © +1 -5-6 
0 -» 
.'. معادلة المن لمنحني 6 دو 7 
١‏ مثال 8 
جد معادلة المنحني الذي ميله عند اية نقطة هو (9 - :6 - 277) وللمنحني نقطة انقلاب(6-:1) 


ئ__ 





2-6ه2 يو ج-62-9 - ليرج دو 
بماان النقطة (6-: 1) نقطة انقلاب 


3 -هج 0-282)1-6ج 0 حو .' 


حل 6-9 -3:22) [ - نو ج و-ع6 -3022 دلو .' 


مجموعة منحنيات © + 312-922 - تج عرو 
نعوض النقطة (6-: 1) 5 -» ججعن + 6-1-3-9- 
.. معادلة المنحني 32-925 - تير - بو 





| 4-3-2] التطبيق الاقتصادي للتكامل 


عملية التكامل غير المحدد هي عكس عملية المشتقة » وحيث ان المشتقة الاولى لاية دالة افتصادية 
بالنسبة لأي متغيرء تعطينا التغير الحدي )01221256١(‏ 2/1231:511221 ©112') لذا فإنه باجراء العملية 
العكسية لدالة التغير الحدي ينتج لدينا الدالة الاصلية . فمثلا . تكامل التكلفة الحدية يعطينا التكلفة 
الكلية وتكامل الانتاج الحدي يعطينا الانتاج الكلي, وهكذا .... وفيما يلي بعض الامثلة التي توضح ذلك : 


لد 1 اذا كانت دالة الايراد الحدي هي 202 60 - 8 -1 حيث 7 حجم الانتاج . 
جد دالة الايراد الكلى ودالة السعر. 


> بماان 272 -67 - 8 - ]3 دالة الايراد الحدي فإن دالة الايراد الكلى 1/1 هى : 


7 292 -6 - 8) ل[ - 1/1 
+ # -392 - 87 - 11 
وعندما يكون حجم الانتاج 0 -7 .» 21-0 فإن 0 -»ع لذا فإن (اي ماينتج يباع) 
-32- 311-89 دالة الايراد الكلى 


وحيث ان الايراد 14 - الكمية المباعة 'ا السعر للوحدة 


11 
الكمية المباعة 


فان دالة السعر 


ثرو كح و3 درق 


37 


-2 2 -37 - 8 وذلك بفرض ان ما ينتج يباع 





/ مثال 2 اذا كانت دالة التكلفة الحدية '1' هي : 592 -609 + 5-2 حيث 7 حجم الانتاج 
جد دالة التكلفة الكلية. علماً ان 65 -'1 . 


<> بما ان دالة التكلفة الحدية 2 -6087 + 15-2 فإن دالة التكلفة الكلية 1' هى : 


1] - | )2 + 608- 52 7 


© دتيع 302-2 1-27 





فاذا كانت التكلفة الكلية - 65 عندما حجم الانتاج 0 - 87 
فان 65 -<ر) 
ب دالة التكلفة الكلية هي : 


16 مك - 302+ 1-2 








1- جد معادلة المنحني الذي ميله عند (3577) يساوي 


وكان المنحنى يمر بالنقطة (1:3) :. 





06 


2 جد معادلة المنحني الذي ميله عند (517خ#) من نقاطه هي 9 -6:2 -3:2 وكان للمنحني نهاية 
عظمى قيمتها (10). 


3- جد معادلة المنحنى الذي مشتقته الثانية -2 -67 وكان ميله عند النقطة (2:5) يساوي (1-) . 


4 منحني يمر بالنقطتين (3- و2) 9٠.‏ و1-) وميله عند (2:17) يساوي 27-5 جد معادلته 


5- اذا كانت دالة الايراد الحدي هى : 
2 + بوق8 - 11-12 


فأوجد دالة الايراد الكلي ودالة الطلب (السعر) بفرض ان ما ينتج يباع. 
6- اذا كانت دالة التكلفة الحدية هى : 
57 - 1000 -1آ1' 


حيث 7 حجم الانتاج» فاوجد دالة التكلفة الكلية مع العلم ان التكلفة الثابتة - 150 . 








|[ 4-4] التكامل المحدد 121ع10]6 عانمقء10 ع1" 


يعتبر التكامل المحدد من اهم مواضيع الرياضيات التطبيقية لما له من تطبيقات كثيرة في مختلفة 
العلوم. فى هذا البند سنعطى النظرية الاساسية للتكامل وبعض تطبيقات المساحات والحجوم. 


النظرية الاساسية للتكامل 
15 01 ماع نامع 1 لماه منهل من 8 عط 1" 


اذا كانت () 1 دالة مستمرة في الفترة [58 و 2] وكانت () 1 عكس مشتقة () 2 اي ان 

١ 1 نا‎ 

0ه 17 درط - زرو1 ]كك 2 ل 
32 


يطلق على 2 الحد الاسفل للتكامل وعلى 1 الحد الاعلى للتكامل . 
مالاحظة : قواعد التكامل المحدد هي نفس قواعد التكامل غير المحدد . 


١‏ امثئلة جد قيمةالتكاملات الآتية: 
2 


2 3 2 
1١ [ 232+ 22- 2١ عد 2 )__- ل‎ 
1 3 2 1 


2 
زع2 - جر + تر ]- 

1 
-] 8 + 4-4[-1+ 1- 2-8 


تل 22 1612 + تي | -علك لغظغ##خ#_ مر( ,2 


عل 
16 + 69 
1 


2 


- ]21019 + 16 [ - ] 20/ 0+ 16 1[- 2 َ 


| 
كود 
يهان 


-] 27/216 [ 
0 





4 0 
حل (ع2 +322 - تسن [ - د عل (2 -3 (1- يع ع [ (3 
0 4 


4 5 0 
[ اع ا شخ د 
0 4 
66 -[0 ] +[16 + 64 - 64 ] -- 


5 2 
لاحظ : عتل وم | - حعل صن 1 ل 
2 5 





2 1 1 125 125 
حل © 17 - نيم [ لعة ا كلتك ار4 


1 1 


2 1 1 1 125 
عل 2 8-15 ]31> 
1 


125 
[ 197-/7ة7)3 2]- 
1 
3 271-15 1ر1 - 87195 قاد 


-16-0-6 


4 م 2 
[ *#/اجبع لوك ]كت 
1 


20 2 
درك 1 “يلم محم 24ت 





32 6 
جد قيمة 18 >2 اذا علمت ان 42 - 4:2 (1 - 2 ) || 2 
0 


2 
2- عتل 1 - 22 ) 1 
2 
01-2 ]-81- 22 ]جه 42 - زع - تير ] 
0 
8-7()8+690-0) جه 0- 42--022 


2-6 *1آ0 2-7 


5 
حك 126+ 7*2 1 7 


2 5 5- 
تل 671+يع | جح عل 12 عو 1 


5 
2+6١93 -5 3 -5‏ 
[*(8+60/ل/ث ح-]- ل دمتعا ١‏ 5 
6 6 


5 
3 
3 3 
[6+697)ل/ جحاه [“رمدوس /أ 86 
3 
[0 - لح ]> 
8 
205 
2 :8 


جد قيمة 12 ح 2 اذا علمت ان 6 - 32 (:2 + 3 ) 1 
6 - 839 -38) -(4 +6) ] جه 6- [*- 3 ] 
0 -3-4- 2ه ج 6-0-:10-3-2 

)2+4(2)2-1-0 


2-1 م01 4 -<2 








جد د 
تكاملات كلا 
مما يأت 

لي : 


ل 
1 
+5١ )<+‏ 
3 2 
5 
تل 
) 239 ( 
2.4 
٠‏ 01 
5١ 1‏ 
+ 0/2 
1 
تل 11 +3 
١ (‏ 
7 
إ 


ل 202 
+ 2/, 

( 

1 


2-7 
3- ا 
0 


عل 





1) 


32 


4: 


52 


6: 





مالاحظة : 


|7 -|-ة رو -ع)” 


جد قيمة 12 ح 7 اذا علمت ان 


تك 12 -<3) 0 


َ 
[ + 3/2 
عدل 0-5 1 


حل مسط 5ك ا 


42و 


4 


2066 لستشتج حب( 


8 
تل 49 +بع14 تر زر 


0 


2664 
9 +ع:12 -2يج4 


1 


1 
حل 22 -325/ة زر 


-1 


حل 72 ترو/ة ل 


6 
/ )13 - 42 02- 9 


10( 


11 


12 


13١ 


14 


15١ 


16١ 


17١ 


18١ 


4-5] المساحة تحت المنحني 


من التطبيقات المهمة للتكامل المحدد هو ايجاد المساحة تحت منحني الدالة (16) 77-1 حيث 
)1 دالة مستمرة فى الفترة [ 2,52 ]. 


4-5-1 المساحة المحددة بمنحني الدالة (97-1)00 
ومحورالسيئات 1-2115 
والمستقيمين 1 - 2< 2 0 - 22 
* عندما 0< (3) 6 (اي المنحني فوق محور السينات) فإن المساحة المحددة بمنحني الدالة ومحور 
السيئات والمستقيمين والتي يرمز لها بالرمز 4 
عل 0 1 ا 4م 


6 
* عندما 0 > (36) 4 (اي المنحني تحت محور السينات) فإن: تك 2 4 | - - هر 
31 1 7 





والامثلة الآتية توضح ذلك : 


مثال 1 
جد المساحة المحددة بمنحنى الدالة 3 - 21- 2< - (1)2 - لآ ومحورالسيئات وعلى الفترة[ 153-]. 


<> تقاطع المنحني مع محورالسينات اي نجعل 0 -ل7آ لمعرفة 0 (2) 1أو 0 > (<) 1 


2-2-3-0 << 2-3 5+1 0 





3-3. 2*--1 


م 





00 0 + 0 
9 1 


3 1ط -9+979-- 
0 2 م 32 5 5- 
اننا 2-510 كك 159-] [ 2-9 
عثال 2 
0 جد المساحة المحددة بالدالة 1- 7 - (1)2 - لآ ومحور السينات. 





<> التقاطع مع محورالسينات > 0 درو 


1 -< , 1--< , 0-* هج 0- (1- تج ع ج 0 جر تع 





9 1 

تك وعد تع -) ل +عل «١‏ تل درق + رده 4 
06 

فلن 15 0ه ل 


مثال 3 
جد المساحة المحددة بالدالة 1 + < /. - (1)2 - لآ ومحورالسينات والمستقيمين 3 - , 0 -2 


> التقاطع : وان [0,3] © 1- 1-2 -ير 2 1-0 + 7د 0 در 





| 

حم 
دم إدن 

8 

5 

عدر 

5 








4-5-2] المساحة بين منحني دالتين 
لتكن كل من (35) 1 , (7) 5 دالة معرفة على الفترة [ 2,5 ] 
فالمساحة المحددة بين الدالتين والمستقيمين 2 -2 , 22-5 والتي هي يرمز لها بالرمز ل : 
1 
* عندما (7) 8 < (3) 1 فإن: حك رصي ع - ين 4 ] لدم 
, / 


0 ٠ 
عندما (72) 8 > (3) 1 فإن: حل رص 1 - عي ع ] لدم‎ * 
2 


نطية] هه جين ع ر رين 1 


)1< )ع 





م 


5 
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